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Le matematiche pure e miste nei primi dodici 
Congressi della Società Italiana per il pro- 
gresso delle scienze**). 



(Di Valbntfno Ckrruti, a Roma.) 



Onorevoli colleohi, 

ITrima di dar principio a' nostri lavori consentitemi uno sguardo retro- 
spettivo all'opera, che la Società Italiana per il progresso delle scienze, ri- 
sorgente ora a vita novella, ha saputo compiere, in pochi ed ornai lontani 
anni di esistenza, nel campo speciale degli studi matematici. Restringerò il 
mio discorso quasi esclusivamente alle sessioni tenute dalla Società dal 1839 
al 1847, durante il quale periodo essa ha spiegato un'azione davvero fe- 
conda e che per molti capi si potrebbe, senza esagerazione, qualificare come 
eroica. Nelle tre sessioni posteriori al 1847, sessioni rinnovate dopo non breve 
sosta e seguite ad intervalli saltuari, relativamente esigue furono le manife- 
stazioni in ogni ramo dell'umano sapere, ed anche le matematiche non som- 
ministrarono materia a comunicazioni o a discussioni che valgano a richia- 
mare sopra di sé particolare attenzione. Ad esumare, in forma sia pure som- 
maria, la storia del passato, mi muove un sentimento di gratitudine, sempre 
doverosa e più oggi, che ci proponiamo di rinverdire una istituzione tanto 
benemerita del pensiero nazionale: un sentimento di gratitudine verso la 
memoria di uomini preclari, che onorarono il paese colla forza dell'ingegno, 
e non esitarono di sacrificare, quando fu necessario, la quiete e gli ideali 
dello scienziato per correre i rischi di creare una patria e sobbarcarsi alle 
oscure e rudi fatiche di ordinare Io Stato. De' quali è bello a noi, venuti per 

(•) Discorso prouunciato in Parma ii dì ìi selteinbre 1907 inauf^urandosi i lavori della 
Sezione ! della Società Italiana per il progresso delle Scienze. (Prima riunione delia Società, 
Parma, settembre lfl07). 

Annali di MatetHatiea, Serie HI, Tomo XV. 1 
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virtù loro in tempi favorevoli al culto pacifico degli studi, salvare dall'oblio 
i pensamenti e custodire con venerazione il patrimonio scientifico, che ci 
han legato, senza guardare se sia modesto e non quale l'avrebbe desiderato 
la nostra ambizione patriottica. 



Pietro Paoli, dotto professore di Analisi nell'Ateneo pisano, descriveva 
a foschi colori, nella prefazione al suo trattato di algebra ('), pubblicato nei 
primi anni del gecolo scorso, le sorti miserande dell'insegnamento delle ma- 
tematiche nel nostro paese. Le parole del Paoli, concesso che rispondessero 
al vero in senso assoluto, sarebbe stato ingiusto applicarle in quel momento 
all'Italia sola, imperocché dappertutto, anche fuori d'Italia, ove sì eccettui 
Parigi, le scuole di matematica non erano molte diverse o migliori di quel 
che fossero presso di noi. Certamente un insegnamento fiacco ed angusto 
non era fatto per promuovere il progresso degli alti studi: ma l'industria 
individuale sopperiva alle manchevolezze delie pubbliche istituzioni. Onde 
in quel tempo l'Italia poteva giustamente gloriarsi de' nomi di Laqhange, 
Malfatti, Ruffini, Brunaggi, Oriani, Nicola Fergola, e dello stesso Paoli, 
per non citare che ì nomi maggiori e più noti, mentre si era appena chiusa 
la tomba del Mascheroni, rapito immaturamente in ancor fresca età alle 
scienze ed alle lettere. 

Le censure del Paoli, ripetute più tardi e in diverse occasioni con frasi 
troppo recise e senza le opportune riserve da uomini di grande autorità ('), 
generarono il pregiudizio che la produzione italiana nelle matematiche pure 
e miste della prima metà del secolo XIX abbia cosi tenue importanza da 
non meritare di essere considerata nella storia del movimento generale delle 
scienze dopo le grandi commozioni politiche e militari dell'epoca napoleo- 
nica. Parmi invece che ove la si esamini con diligenza e senza passione o 
prevenzioni, lasciando pure in disparte ogni velleità di confronto, il quale 
riuscirebbe troppo sproporzionalo, colle immortali creazioni contemporanee 
de' grandi matematici della Francia e della Germania, da nessun equo esti- 
matore si vorrà negare un posto onorevole ai geometri italiani, ai quali più 
che il valore è mancata la fortuna. A suffragio di questa opinione sarebbe 
facile ricavare argomenti decisivi dallo spoglio di alti accademici e di rac- 
colte scientifiche, che si venivano stampando in varie città d'Italia, raccolte 
scientifiche in gran parte oggidì pressoché ignorate dall'universale, dagli eru- 
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diti in fuori. Ma io non intendo di uscire dal compito che mi sono imposto, 
di considerare unicamente i lavori prodotti ne' Congressi della nostra So- 
cietà, o che direttamente vi si collegano, tanto più che mi paiono bastevoli 
da sé a convincere chicchessia della verità delia mìa affermazione. 



E vengo senza più al proposito mio cominciando dalle matematiche 
pure: nelle quali ci si presenta in prima linea il nome altamente stimabile 
del professore Felice Chiò. Il Chiò esordiva nella carriera scientifica comuni- 
cando al Congresso di Torino (1840) un notevole teorema sulla convergenza 
delle serie trigonometriche, teorema che fece molto onore al Malhstbn (*), il 
quale lo ridiscoverse qualche anno dopo, e che ora suole essere riprodotto 
ne' trattati di analisi colla dimostrazione datane da H. Holhooken ('). 

Nuovo e più apprezzato sa^io del suo ingegno forniva il Chiò nel Con- 
gresso di Genova (ld44>) proponendo due formule relative alla trasformazione 
dì una funzione arbitraria in un integrale definito doppio dello stesso ge- 
nere di quella di Fouhieh, formule che egli poi utilizzava nella determina- 
zione di qualche integrale definito conosciuto e di qualche altro nuovo. In 
quel medesimo Congresso poneva il suggello alla fama di abile analista ren- 
dendo conto delle sue classiche ricerche intorno alta serie di Lagkange, ini- 
ziate allo scopo di rettificare una conclusione fallace contenuta nella Nota XI 
del Traité de la résolulion dea équations numérigues de tous les degrés del 
sommo geometra torinese. Le quali ricerche poi egli ridusse in tre Memorie: 
le prime due inserite, con relazioni lusinghiere del Cauchy, tra quelle del- 
l'Accademia delle Scienze di Parigi e la terza pubbhcata, dopo la morte ed 
in compendio, negli Atti dell'Accademia delle scienze di Torino ('). 

Antagonista del Chiò sorse a Genova il Menabrba {*), propugnatore con- 
vinto, ma non egualmente felice, della teoria lagrangiana, alla cui illustra- 
zione dedicò in quel torno di tempo, due estesi lavori e poi, trascorsi tren- 
t'anni, sparito già il Chiò, vari articoli di polemica col Gbnocchi C). 

Uno dei teoremi fondamentali scoverti dal Chiò intorno a una condi- 
zione, la quale, quando è verificata, assicura la convergenza della serie, fu 
in seguito ridimostrata con procedimento più semplice e più intuitivo da 
altri, ma le disquisizioni minute nelle quali egli si è addentrato circa la ri- 
cognizione dell' effetti vo campo di convergenza e l'applicazione della serie 
alla risoluzione delle equazioni, nonché le dispute vivaci che ne consegui- 
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rono, potrebbero oggi ancora essere studiate con frutto e provocare nuove 
e interessanti indagini. 

Tra i collaboratori più attivi e costanti de' vari Congressi va collocato 
Serafino Minich, professore di calcolo infinitesimale nell'Università di Pa- 
dova. Le sue comunicazioni si aggirano su multiformi soletti : la geometria 
cinematica, l'eliminazione delle funzioni arbitrarie, l'integrazione delle equa- 
zioni alle derivate parziali, le condizioni d'integrabilità delle forme differen- 
ziali ed alle differenze finite, dove sono ampliati alcuni teoremi di Laqranqe 
e di Libri, ed altre intorno ai trascendenti ellittici ed abeliani. Delle quali 
ultime, esposte al Congresso di Venezia (1847), non si hanno che i titoli 
desunti dal diario del Congresso, mancando gli Atti che non furono pub- 
blicati, ma se ne può ai^uire il contenuto dalle Memorie sullo stesso sog- 
getto, che il Minich presentò in quel medesimo anno all'Istituto veneto. Tra 
esse piacemi segnalare la Memoria sulla integrazione algebrica di un sistema 
di equazioni differenziali iperellittiche ('). La integrazione algebrica di tal si- 
stema di equazioni, cosi per via indiretta come per via diretta, fu oggetto di 
iterate ricerche da parte di Jagobi, Richelot, Haedenkamp, Liouvillb e più 
tardi anche del Genoguhi e del Briosghi (*). Il lavoro del Minich contiene un 
nuovo procedimento di integrazione diretta e tra i vari lavori ora ricordati, 
che lo hanno preceduto o seguito, tiene sempre un posto ra^uardevole. 

Rilevo ancora dal diario testé ricordato, che il Minich prestò viva at- 
tenzione ad uno studio sulla moltiplicazione e la divisione de' trascendenti 
abeliani di prima specie, svolto avanti al Congresso dal dott. Guido Susanì. 
Non sono riuscito a scoprire se e dove il Susani abbia pubbUcato il suo 
voro; malgrado ciò parvemi conveniente non dimenticarlo in questa rasse- 
gna, come dimostrazione che in quei tempi non mancava tra noi chi si oc- 
cupasse delle teorie più astruse dell'analisi matematica. Fatto tanto più no- 
tabile nel caso particolare, ove si pensi che le celebri ricerche dell'HERMiTE 
sul medesimo soggetto risaUvano a soU tre o quattro anni innanzi, e nel 1847 
non avevano ricevuto che una diffusione assai limitata. 

In un dominio affine, cioè nel dominio delle trascendenti ellittiche e più 
propriamente delle loro applicazioni alla geometria, rientra la parte meglio 
conosciuta del contributo recato dal prof. Nicola Thudi al Congresso di Na- 
poli (1845). Jacobi, invocando il soccorso delle funzioni eUittiche, aveva de- 
dicato una elegante Memoria allo studio delle proprietà dei pohgoni di Pon- 
CBLET, cioè de' poligoni simultaneamente inscritti in una sezione conica e 
circoscritti ad una seconda, nel caso speciale in cui le due coniche si ridu- 
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cono a due cerchi intemi l'uno alt'attro, donde in particolare scaturiva una 
costruzione delle formule per la moltiplicazione. Il Trudi completò lo studio 
dì Jacobi, estendendolo al caso di due coniche qualunque ed in una giacitura 
rispettiva assolutamente generale, mediante un singoiar processo di elimina- 
zione, che, a quanto è asserito negli Atti del Congresso, sembra aver con- 
dotto l'autore ad altri pregevoli risultati nella dottrina delle equazioni bino- 
mie e nell'assegnazione delle condizioni per la risolubilità algebrica di equa- 
zioni dì grado superiore al quarto. Checché sìa di queste ultime indicazioni 
sulle quali non seppi mettere insieme notizie concrete, riguardo alia prima 
parte dell'opera del Thudi si hanno elementi sicuri di giudìzio in una serie 
di Memorie, che egli più tardi e a varie riprese consegnò negli Atti dell'Ac- 
cademia delle scienze di Napoli; Memorie che per profondità e generalità di 
ricerca in nulla cedono ai lavori quasi contemporanei del Caylby, del Salmon 
e del Brioschi e forse li superano in perspicuità e genialità di esposizione ('"). 

In una direzione totalmente diversa si distinsero Paolo Fhisiani, astro- 
nomo nella Specola di Brera, e Giovanni Maria Lavagna, professore nell'U- 
niversità di Pisa. Del primo è negli Atti del Congresso di Milano (1844) re- 
gistrata un'utile monografia sulle equazioni trascendenti e nel Congresso di 
Venezia (1847) un lavoro di maggior polso sul problema di Pfavf, pubbhcati 
poi entrambi per disteso nelle Effemeridi astronomiche di Milano ("). Questa 
cicostanza salvò le due produzioni del Frisiani da un completo obUo: in- 
vece sorte pili disgraziata attendeva la Memoria letta dal Lavagna nel Con- 
gresso di Napoli (I84&) sull'integrazione delle equazioni non lineari alle de- 
rivate parziali del prim'ordine con un numero qualunque di variabiU. Seb- 
bene sìa negli Atti dei Congresso un'analisi abbastanza larga della Memoria, 
che permette di rìcoraporia nelle sue lìnee essenziali, e nei volumi dell'Ac- 
cademia Gioenia dì Catania per l'anno 1850 il lavoro completo quale fu esi- 
bito al Congresso ("), essa passò inosservata, ed a torto. Perchè si tratta di 
uno studio eccellente, nel quale con procedimento alquanto diverso da quello 
proposto da Jacobi, è ampliato al caso di un numero qualunque di variabiU 
il metodo d'integrazione escogitato dal Lagkangb pel caso di due variabili 
indipendenti. Ed anche o^i può riuscire non senza vantaggio conoscere gH 
espedienti a cui ricorre l'autore per costruire l'integrale generale e per ri- 
solvere il problema di Gauchy. 

Giunto a questo punto il mio pensiero si volge spontaneo verso it de- 
cano de' nostri matematici, uno de* pochissimi superstiti fra quanti parteci- 
parono operosamente ai Cot^ressi anteriori alle guerre per l'indipendenza 
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nazionale, al prof. Tardy, che dopo lunghi anni consacrati all'insegnamento, 
passa ora quasi nonagenario l'estrema vecchiezza in onorato riposo. Presentò 
il Tardy al Congresso di Milano (1844) una Memoria sui difTerenziali a in- 
dice fratto; essa fu sottoposta all'esame di una Commissione formata del 
PioLA e del Plana ed ebbe favorevole il voto de' due illustri personali. 
Non mi risulta che la Memoria sia stata divulgata per le stampe; ciò non 
di meno se ne può ricavare la sostanza dal rapporto del Piola e del Plana 
che figura negli Atti del Congresso e dal testo di un'altra Memoria col me- 
desimo titolo venuta alla luce quattordici anni dopo, nel primo tomo degli 
Annali di Matematica pura ed applicata ("); dove è da notare la definizione 
di derivata secondo un indice qualunque dedotta come ovvia e naturale 
estensione da quella che dette il Laplace per le derivate ordinarie col mezzo 
di un integrale definito. 11 quale integrale a sua volta non differisce dall'in- 
tegrale ben noto del Cauchy che esprime il valore di una funzione uniforme 
di variabile complessa o di una sua qualsivoglia derivata ordinaria nel centro 
di un cerchio, quando sia conosciuta la successione de' valori della funzione 
al contorno. Tale definizione non collima colla definizione a cui si era fer- 
mato il LiouviLLE in numerose pubblicazioni sul medesimo argomento e le 
è di gran lunga preferibile. Dei procedimenti spiegati nel suo lavoro fece il 
Tardy uso sistematico in una Memoria di squisita fattura sul moto dell'acqua 
in vasi di varia forma, stampata sepai-atamente in Firenze nel 1847 ("), che 
fu poi oggetto di varie acute osservazioni da parte del GENOccHtC'). 

Coronamento della prima parte di questa mia cursoria enumerazione 
sarà il ricordo, per noi incancellabile, dell'intervento di Borchakdt e di 
Jacobi al Congresso di Lucca (1843). Bohchàrdt vi lesse una Memoria sopra 
certi sistemi di equazioni differenziali non lineari, che ammettono un nu- 
mero limitato di integrali algebrici, conducenti ad alcune note formule per 
la trasformazione delle funzioni ellittiche {"). Jacobi vi enunciò un teorema 
relativo alla teoria dell'ultimo moltiplicalore il quale offre una regola sem- 
plice e certa per costruire, conosciuto che sia il moltiplicatore di un sistema 
di equazioni differenziali del prim' ordine, il moltiplicatore corrispondente per 
il sistema ridotto, che si trae dal dato, quando se ne posse^a un integrale 
contenente una costante arbitraria. 

La presenza- di Borchakdt e di JAcoar al Congresso di Lucca è memo- 
rabile altresì, perchè coincide con un momento importante nel rinnovamento 
degli studi matematici presso di noi. Jacobi aveva nel 1843 intrapreso per 
ragioni di salute, in compagnia di Steiner e di Borchardt, un viaggio in 
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Italia e si era soffermato a lungo in Roma ed in Napoli. Dimorando a Roma 
vi arricchì il Giornale Arcadico di varie comunicazioni in lingua italiana sopra 
soggetti di analisi e di meccanica ("), coadiuvato netta loro composizione in 
una lingua che non gli era troppo famigliare, dal Chkliki, il quale ad alcune 
aggiunse di suo dei notevoli commenti. Contemporaneamente lo St&iner sco- 
priva la celebre superficie speciale di quarl'ordine della proprietà caratteri- 
stica di essere incontrata secondo due sezioni coniche da ogni suo piano 
tangente e pubblicava nella medesima rivista una interessante Memoria sulle 
coniche inscrìtte in un triangolo o in un quadrilatero e sulte coniche circo- 
scritte ad un triangolo o ad un quadrigono("). 

Anche la stanza in NapoU non passò vana per la scienza, imperocché 
dalle conversazioni ivi avute con Jacobi e con Steiner trasse il Padula ma- 
teria e incitamento a' suoi lavori più belli versanti intorno alle singolarità 
delle curve algebriche piane {"). 



Nelle matematiche applicate emerge sopra tutte le altre la veneranda 
figura di Ottaviano Fabrizio Mossotti, professore di meccanica celeste e 
di fisica matematica neirUniversità di Pisa. La massima parte delle sue co- 
municazioni nei vari Congressi, traggono origine e trovano ragione in una 
Memoria, oggi assai rara, che egli aveva fatto stampare nel 1836 in Torino, 
sulle forze regolatrici dell'intima struttura dei corpi ("). Da pochi anni era 
sorta, per opera principalmente di Navieh, Cauchy e Poisson, la teoria ge- 
nerale della elasticità riposante sulla ipotesi della composizione corpuscolare 
della materia e delle azioni a distanza. Ammessa l'azione a distanza, da un 
punto di vista astratto e meramente matematico non fa certo difficoltà im- 
maginare che essa proceda secondo una funzione a piacere della distanza 
medesima, e possa anche, come suppose iì Boscovich, col variare di essa 
mutare natura più volte di seguito, diventando ora attrattiva, ora repulsiva. 
Ma quel che può rimanere indifferente al matematico, altrettanto non av- 
viene al fisico, il quale ama ricostruire i fatti multiformi e complessi della 
natura con elementi semplici e parlanti alta fantasia. Appunto per soddisfare 
ad un simile bisogno il Mossotti compose come una specie di modello, dal 
quale i fatti che nel suo tempo più tormentavano la mente dei fisici, rice- 
vono, qualitativamente almeno, una spiegazione, o meglio una interpreta- 
zione semplice e rigorosa. Esclusa ogni azione elementare che non fosse 
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un'attrazione od una repulsione newtoniana, immaginò tutto lo spazio riem- 
pito di un fluido od etere, le cui particelle si respingano tra loro «olla le^e 
suddetta, ma per tutto il resto goda delle proprietà dei fluidi ordinari. In 
questo fluido pensò disseminate te molecole ponderabili repulsive tra loro, 
ma attraenti le particelle dell'etere sempre colla legge newtoniana. In forza 
di considerazioni analoghe a quelle di cui fa uso Laplace nei libro XII 
della Meccanica celeste, la pressione del fluido etereo dovrebbe risultare in 
ogni luogo proporzionale al quadrato deUa densità; posto questo il Mosbotti 
con sottile analisi pervenne a dimostrare, che l'etere in equilibrio si aggruppa 
intorno ad ogni molecola formando un'atmosfera di una densità grandissima 
nella contiguità della molecola, ma decrescente con tanta rapidità, che ad 
una distanza sensibile la condensazione può considerarsi come nulla e la 
densità confondersi con quella generale dell'etere nello spazio. Pertanto nel 
modello del Mossotti i corpi ponderabili vanno concepiti come un af^re- 
gato di nuclei solidi armati di atmosfere eteree. Un calcolo elegante e con- 
dotto con singolare maestria lo condusse a riconoscere che l'azione reci- 
proca di cosi fatti elementi segue tal legge da riu'scire repulsiva e rapida- 
mente decrescente nelle distanze minime, attrattiva nelle maggiori e conforme 
alla newtoniana nelle sensibili. Le idee del Mossotti suUa costituzione della 
materia furono nel decennio dal 1840 al 1850 vivamente discusse anche 
fuori d'Italia, massime in Inghilterra, e fornirono argomento a replicate di- 
spute nei Congressi della nostra Società. Alle medesime idee sono informate 
te sue auree Lezioni di' Fisica matematica ("). 

Una delle applicazioni più notevoli di tali vedute fu certamente quella 
che egli fece nel Congresso di Firenze (1841) alla teoria della dispersione 
della luce. Osservando che nell'etere libero la dispersione non esiste o è 
inapprezzabile,- il Mossoiti suppone che la presenza delle molecole ponde- 
rabili generi, nello spazio da esso occupato, un'alterazione periodica nella 
densità e nella forza elastica dell'etere medesimo; e giunge cosi per la ve- 
locità di propagazione di un'onda di data lunghezza ad una formula la quale 
coincide colla formula dedotta dal Cauchy in ben diversa ipotesi. Un modo 
di vedere non dissimile fu accolto, ma altrimenti sviluppato, dal Bhiot ven- 
titre anni appresso nei suoi saggi sulla teoria matematica della luce. 

Un'altra applicazione descrisse il Mossotti nel Congresso di Torino (1840), 
destinata a spiegare la generazione della forza contrattile superflciale intro- 
dotta dal YouKO nella sua teoria dei fenomeni capillari, della qual teoria 
propose inoltre una semplice e chiara esposizione. Ad essa aggiunse poi 
nuove e più ampie dilucidazioni nel Congresso di Genova (1846). 
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Di una terza ingegnosa appli(ui7.ione è traccia negli Atti dei Congresso 
di Siena (IH(Ì2), diretta a cliiarlre il meccanismo delle scaiiche elettriche fia 
le nubi temporalesche e dell'anione protettrice dei parafulmini. 

Ma oltre le comunicazioni, che in maniera diretta o indiretta sì ricon- 
nettono colla sua dottrina intorno alla genesi delle forze molecolari, gli Alti 
dei Congressi ne contengono altre ancora di non minore importanza, le quali 
hanno resistito meglio al tempo e ai progressi della scienza. 

Ad esempio negli Atti del Congresso di Lucca (IHi'J) è parola di una 
Memoria del Mossotti, riportata poi nel primo tomo degli Annali delle Uni- 
versità toscane, sulle proprietà degli spettri formati dai reticoli in cui, fon- 
dandosi sulle osservazioni di Fhaunhokkr, stahilisce una espressione per la 
lunghezza d'onda corrispondente ari una data linea dello spettro in funzione 
della sua distanza della linea centrale. Negli Atti del Congresso di Ge- 
nova (184<>) sono riassunti i risultati delle sue ricerche originali, e sempre 
in onore, intorno alla teoria matematica dei dielettrici conforme alle vedute 
di Faraday, ricerche pubblicate quasi subito per disteso nelle Memorie della 
SocietA Italiana dei XL: e negli Atti del Congresso di Napoli (1845) è rife- 
rita una sua breve Nota sopra una espressione del termine generale dell'e- 
quazione del centro. Ma di qualche altra comunicazione, come ad esempio 
sulla deduzione delle formule di Fresmcl per la doppia rifrazione dalle eciua- 
zioni del moto dei corpi elastici (Milano, l^ì'), sull'analisi dello spettro so- 
lare e riflessioni sulle teorie dell'ottica (Napoli. 1840), non mi fu dato di 
rintracciare che poco piìi dei semplici titoli. 

Gran parte dei lavori del Mossottì ("), ammirabili per eleganza e so- 
brietà di dettato e per originalità di vedute, si trovano dispersi in collezioni 
di difficile accesso o poco conosciute ; ben si provvetlerebbe alla sua fama 
e più ancora al progresso degli studi ripubblicandole in un corpo unico. 

Accanto al Mossottì deve porsi il Plana. Questi nel Congresso di Mi- 
lano (ISii) espose la sostanza della sua grossa Memoria : Sulla distribiizioae 
permanente dell' eldtricUà alla superficie di diie sfere isolate, stampata poi tra 
quelle dell'Accademia delle scienze di Torino ("). La Memoria del Plana, 
sebbene ristretta ad uno speciale e celeberrimo problema, può per certi lati 
riguardarsi come un trattato di elettrostatica. Essii ò un commento ad una 
Memoria classica dì PorssoN, in cui il problema dell'induzione mutua dì due 
sfere era stato ridotto alla risoluzione di una equazione funzionale. Ma le 
formule, che il Poisson ne aveva ricavate per il calcolo della densità elet- 
trica, offrivano il fianco a varie obiezióni e parevano condurre a risultati ii- 
AiinttU dì Matnmatica, Serie III, Tonio XV. 2 
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lusori. Oltre a vari iiiigliorameiiti <ii minor ronlo, il Plana perfezionò la 
teoria del Pousson per ^kÙ'aol iIji piegarla alle valutazioni iiutiiericbe e la (cor- 
redò (li tabelle dilitroiitemeiite t-alcolatc, tuttora in uso presso i (isici, che 
()eri!ieUoiio uu iiiiinediato riscontro fra i risultati della teorìa e le misure 
sperimentali. Si posscgf^ono al certo oggidì delle risoluzioni ilei problenni 
più elaborate e più intuitive; ed è stato dimostrato recentemente dal Dar- 
Boux l'attinenza della risoluzione del I'oisson con quella die si trae col me- 
todo (ielle immagini ("); ma non sa|)rei dire se risjìetto alle (calcolazioni nu- 
meriche le nuove soluzioni somministrino delle forniole più comode di quelle 
del Plana o almeno ignoro se per <{iiesto riguardo sia mai stato eseguito 
un (confronto accurato e decisivo. 

Ui fronte ai lavori del Mossottj e del Plana tutti gli altri paionmi as- 
sumere figura secondaria, sebbene tra essi non mancliino (li quelli non in- 
degni che se ne conservi memoria. In via di esempio sarebbe ingiusto di- 
inentipare che il Belu, distinto professore di fìsica neirUuiversità di Pavia, 
svolgeva nel Congresso di Padova (1S4!:2) delle considerazioni niatematiclie 
sopra alcuni fenomeni geologici e vi es))oneva il progetto di una serie di 
osservazioni sistematiche al fine di risolvere la conti'oversa questione sulla 
Ihiidità interna della terra. 

E non si saprebbe nenuiieno passare sotto silenzio il nome di Gabhio 
ProLA, il quale nel Congresso di Milano (t'K44) proponeva una nuova analisi 
del problema del moto dell'acqua ne' canali, quantunque incerle ed imper- 
fette ne siano le conclusioni. Fu il Piola zelante propagatore de' metodi 
della meccanica analitica di Laghanoe e della nuova meccanica molecolare 
di Cau(;hv e PorssoN; e si conciliò la gratitudine degh studiosi con un esteso 
tiattato sugli integrali definiti, eoa un'esposizione ordinata del calcolo dei 
residui del Cauchy e colla traduzione italiana, in comune col Frisiani, cor- 
redata di estesi conmienti di una Memoria dello stesso Oauchy sul calcolo 
de' limiti (''). Egli si occupò con singolare pertinacia, cui piacerebbe fosse 
toccato migliore successo, di problemi idrodinamici ed in ispecie del moto 
dell'acqua nei fiumi e nei canali regolati. Il Bhioschi nel curare la stampa 
di una Memoria postuma del Piola intorno al moto dell'acqua negU alvei 
scoperti ("), premise di suo una minuta recensione delle ricerche anteriori 
del Piola stesso e degli altri matematici italiani della prima metà' del se- 
colo XIX sull'idraulica razionale. Dalla recensione del Bhioschi risulta chia- 
ramente che esse son tutte inquinate da due vizi fondamentali : uno anali- 
tico ed uno fisico. Il vizio analitico, olire la introduzione quasi costante di 
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un'ipotesi restrittiva, che esclude la possibilità di moti vorticosi, consiste in 
una non esatta né completa posizione del problema rispetto alle condizioni 
ai limiti. Le soluzioni faticosamente combinate sono sempre più o meno 
particolari e non hanno mai tutta la voluta {j^eneralìtà per adattarsi ad una 
forma arbitraria delle pareti; o pei' lo meno le condizioni alle pareti non 
sono prese subito in considerazione ne' calcoli per subordinarvi la soluzione 
che si vuol costruire. Ed anche quando la soluzione ha generalità sufficiente, 
essa è presentata in forma tale die la determinazione degli elementi arbi- 
trari mediante le condizioni ai limiti riesce pressoché impraticabile. Il vizio 
fisico riguarda gli effetti dell'attrito interno e dell'attrito alle pareti sempre 
trascurati : cosa concedibile finché si tratta dell'esito dell'acqua da fori pra- 
ticati in un vaso di limitale dimensioni, ma non più nel moto per lunghi 
tubi, per canali o fiumi, dove essi hanno influenza preponderante. Le ricerche 
del P101.A e de' suoi contemporanei hanno radice comune nelle soluzioni 
trovate dal Ventuholi per il moto dell'acqua in un vaso conico rotondo ad 
asse verticale!") e dal Giulio ('") in un vaso generato dalia rotazione di 
una iperbole cubica intorno ad un suo asintoto: soluzioni particolarissime e 
starei per dire fortuite, cioè non dedotte con metodo eerto e razionale. Primo 
invece a risolvere correttamente un problema di simil genere fu il Betti ('"), 
che riusci a determinare in modo rigoroso l'efflusso dell'acqua da un vaso 
parallelepipedo con una fessura rettangolare scavata, parallelamente a due 
pareti opposte, nel fondo supposto orizzontale. Per debito di giustizia non 
si può tuttavia dissimulare che malgrado la imperfezione dei lavori del Vkn- 
TUKOLi e suoi seguaci, aveva pur sapulo il Bidone, con ragionamento inge- 
gnosissimo, trarne il .valore del coefficiente di contrazione per una vena 
sgorgante da una luce circolare scolpita in parete sottile i'"). 

Insieme col P101.A giova mentovare per indagini (K idraulica teorica il 
prof. Vincenzo Amici dell'Università di Pisa, autore di un trattato di mec- 
canica, che elibe a' suoi dì buona riputazione come contenente alcune utili 
e, per quel tempo, nuove osservazioni sull'applicazione del principio delle ve- 
locità virtuali a' corpi continui o quando si tenga ragione della resistenza 
d'attrito e per qualche elegante deduzione relativa al moto dei liquidi. Dei 
quali perfezionamenti, di carattere sostanzialmente didattico, nella trattaziore 
della meccanica I'Amk;! ebbe per consuetudine d'intrattenere i vari Congressi 
ai quali intervenne di persona. 

Per bontà di esposizione più che per novità di risultati meritano lode 
alcuni lavori del Padula (Napoli, IHiù) sulle equazioni per il moto de' li- 
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quidi, sui solidi di egual resistenza, sulla flessione delle travi incastrate ai 
due estremi, e sull'equililirìo dei muri che sostengono la spinta delle terre; 
ed al medesimo titolo va segnalata una monografìa del professore Obici (To- 
rino, 1840), pubblicala poi in appendice al trattato di fìsica generale del 
Mozzoni ("), sulla determinazione grafica delle le^i del moto cagionato nei 
corpi dalle percosse. 

Ma di maggior momento apparirono senza dubbio alcuni tentativi del 
CoDAzzA (Milano, 18ii; Genova, 1846) per una teoria del calore fondata sulla 
dottrina delle ondulazioni, che potrebbero servire di propedeutica ad un 
modo di analisi degli effetti teimo-nieccanici ("). 

Degne pure die se ne faccia menzione sono varie notizie riguanianti 
argomenti di astronomia e di meccanica celeste, tra le quali mi contenterei 
di ricordare quelle del Carlini relative alla determinazione delle costanti del- 
l'orbita lunare ed agli elementi parabolici della cometa scoperta a Roma il 
'ì'A agosto 1844 (Milano, !844), del Santini intorno alle perturbazioni pro- 
dotte da Giove e da Saturno sul moto della cometa di Biela (Padova, 1842), 
e finalmente di Biela sulla relazione fra i movimenti progressivi de' corpi ce- 
lesti secondari col moto rotatorio del rispettivo corpo primario (Padova, 1842), 



Mi parrebbe di venir meno al debito mio se terminassi questa rapida 
(^orsa senza accennare alla presentazione fatta da Caklo Bahbaok al Con- 
gresso di Torino (1840) della sua ingegnosa e celebre macchina calcolatrice, 
sulla <iuale il Mbnabhea compì uno studio particolareggiato!"); studio che 
ebbe al suo tempo molto grido é, stampato dapprima nella Bibliothèque uni- 
Gerselli; di Ginevra, fu quasi subito riprodotto, voltato in inglese, e commen- 
tato, in una collezione di Memorie scientifiche pubblicate a Londra per cura 
di R. Taylor. 

Per il medesimo motivo non posso tacere dei vari apitarecchi sottoposti 
da Tito Gonnklla al giudizio del Congresso di Firenze (1841) tra i quali 
|ier il matematico ha particolare interesse un planimetro per la quadratura 
delle aree piane, che fu come l'origine dei vari strumenti integratori ideati 
in seguito. L'apparecchio del Gonnella, al quale l'autore dedicò una Me- 
moria illustratrice pregevolissima per sé ("), forniva l'area racchiusa tra una 
curva, una retta e (lue perpendicolari a quest'ultima e corrispondeva alla 
ordinaria scomposizione di un'area piana in trapezi infinitesimi con rette 
perpendicolari all'asse delle ascisse. 
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.Ho (fià detto che nelle tre sessioni di Siena (1862), Roma (1873) e Pa- 
lermo (1875) le matematiche furono poco o nulle rappresentate se non forse 
per sludi, che vi hanno un nesso molto indiretto. Tali, per esempio, do- 
vranno diisi le lunglie e minuziose determinazioni (Roma, 1873) sperimentali 
del colonnello Pietko Conti intorno alla resistenza d'attrito nei corpi so- 
lidi, allo scopo principale di riconoscere l'intluenza della velocità su tale re- 
sistenza, determinazioni che furono poi riunite in una voluminosa Memoria 
dell'Accademia dei Lincei ("|; e cosi pure gli studi sperimentali del medesimo 
colonnello sulla resistenza dei materiali, di cui l'Accademia dei Lincei ac- 
colse nei suoi Atti la parte relativa alla flessione della pietra serena {"). 

Lo slesso carattere hanno ancora gli accuratissimi e svariali lavori del 
Risati (Palermo, 187ó) sull'elasticità dei metalli a diverse temperature ("). 
Nell'esecuzione dei quali lavori il Rìsati acquistò un'abilità sperimentale ve- 
ramente rara, che lo mise in grado di condurre poi a splendido termine l'im- 
presa, assunta insieme col Ruiici, della determinazione del valore assoluto 
della gravità in Roma e dell'attrito interno di varie specie di gas ("). 

Rer certi lati confina similmente colla matematica applicata la Memoria 
letta dal Gerboni nel Congresso di Roma (1873) dove per la prima volta 
con plastica evidenza e somma precisione sono posti i fondamenti razionali 
della contabilità e data forma e contenuto scientifico a una dottrina che era 
sempre rimasta nel dominio dell'empirismo {"). 



Onorevoli colleghi — Sebbene io mi sia ingegnato di riassumere impar- 
zìahnente e con ogni migliore diligenza l'opera matematica dei passati Con- 
grefjsi, non ho la pretesa di essere stato completo; può essere che qualche 
lavoro dì pregio mi sia inavvertente mente sfuggito e che di qualche altro 
abbia taciuto per n.on averlo apprezzato al suo giusto valore. È un difetto 
del quale non mi voglio scusare; nia lo schivarlo sarebbe tornato difficile, 
perchè è sempre malagevole sottrarci all'influenza delle inclinazioni e delle 
opinioni che si radicano in ognuno di noi come conseguenza degli studi 
personaU. Sarei contento per altro se colla mia stringata rassegna fossi al- 
meno riuscito a mostrare infondato il troppo sfavorevole giudizio che suol 
portarsi dello stato delle scienze matematiche nel nostro paese nei primi 5(> 
anni del secolo passato. 
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Fu deplorato die in Italia non si fosse mai potuta costituire una tra- 
dizione matematica, o che fosse mancata la continuità anche là dove nio- 
rnentaneaniente qualche ingegno eletto aveva saputo suscitare l'amore all'in- 
vestigazione geometrica. Il fatto, vero in certa misura, ebbe varie cause, che 
furono dette e ripetute tante volte: ma tra esse ve n'ha una molto umile, 
che forse ha esercitato e può esercitare un influsso più grande di quello che 
ordinariamente gli si suole attribuire. In un paese povero, dove il movimento 
e la trasformazione della ricchezza si riducono a proporzioni minime, dove 
i grandi jiroblemi dai quali dipeiulono la floridezza e la potenza dello Stato, 
non sono atfrontati, l'utilità pratica della matematica non va al di là degli 
elementi indispensabili per la vita comune : e l'interesse per le quistioni più 
elevate e riposte non può essere che retaggio ciisuale di qualche mente pri- 
vilegiata. Tale era la condizione dell'Ilalia nella prima metà del secolo xrx. 
Ma oggi non è i»iù cosi. Il meraviglioso risveglio industriale; le opere colos- 
sali per la sistemazione e l'esercizio delle comunicazioni aeree, terrestri e 
marittime; il generale riimovamento edilizio; lo sfruttamento dell'energie 
naturali in tutte le loro forme; l'assetto dei grandi servizi di Stato; la co- 
stituzione di nuovi istituti economici imposti dall'incessante trasformazione 
sociale, hanno richiesto già e richiedono senza tregua la risoluzione di pro- 
blemi complessi, pei quali l'ausilio della matematica nelle sue parti piCi de- 
licate è cosi necessario e prezioso, clie sono costretti ad acquistarvi fami- 
gliarità moltissimi, a cui la scienza non è un line ma un mezzo. Queste ne- 
cessità di ordine tecnico esercitano per converso un benelìco influs-o sui 
cultori della scienza per sé, tanto rispetto all'indirizzo delle loro specula- 
zioni, (pianto rispetto al perfezionamento dei metodi di ricerca. Poiché la 
matematica astratta nella nuova vita italiana rappresenta non più una dot- 
trina di lusso e decorativa, ma un valutabile fattore economico, è lecito 
sperare che il cammino ascendente, il quale dura con tanta fortuna da oltre 
mezzo secolo, non abbia ad allentarsi, ma continui con vigore moltiplicato. 
A raggiungere tale intento riuscirà efficacissima l'azione della nostra Società 
accomunando ed organizzando studi e studiosi. Essa nei primordi si valse 
della scienza per cooperare alla formazione di una coscienza politica nazio- 
nale. Ora ha avanti a sé un ideale non meno nobile e più proprio alla sua 
indole; quella di creare una coscienza scientifica nazionale. 
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NOTE 



(><>' vari autori sunu citiite. oltre te ]iul)lilicnzioni nllt^ quali si fa allusione e'R|iressii nel 
lesto, anche nlciiuo nltre che hmiiio eon esse uim stretta coiinessuine. 

('I Paoi.l (Pieli-o). Eìemeiiti di Ah,,ehrn. Piaa. Ti(». «Iella Soc. l.'tteraria. MDCCClll-M DCCGIV. 
I. pref., i)p. V-VII. 

(•) V. ej-. g Beltrame (Kujtenio) in CoUecfaiien ìiiiilheìiintirit tiunr j/rimum etiitn. Milano. 
Ulrieo Hoepli, I8HI, pp. l-III. 

O MAI.M8TKS (Cario Giovanni). Koie sur la eottv&rgence iles sMw. Upsala, Nova Acta So^^ 
Sf., XII, 18tt, [ip. ^55-470. 

— Ueber eine» 8ntx vnit der Cmit^ergen^ tUr Jteìhen. OniiKTt, An-hìv, VI, 18+5, pp. .'t8-tl. 

Si tratta del teorema: «Se ^ Luh una serie u teraiitii positivi divpiiiPnte con lim (*„-=(), 

sono cunvergeitti le due seri*; S uh cos (m + n t), £ u„ seu {ea + ti 9), tranne che jier t mul- 
tiplo della circonfereiixa ». 

(*) Hoi.MGRKN (Hjalmar). Sur la coneergence tìes séries trigonomélriques procédant suivaul 
les tHuUiptes d'un mAme are. Liotiville, Jouni. d. niath. pures et appliquées, XVI, 1K5I, 
pp. lKt>-l90. 

{') Per notizie minute huì lavori scientifici del Chiò e sulle controversie derivate dalle 
sue ricerche intorno alla serie dì Latnange vedi : 

Ge<iocghi (Angelo). NotUie intorno alla vita ed agli scritti di Felice Chiù. Buliettino 
di Dibliografia e di Storia delle Scienze matematiche e tisiche pubblicato da B. Boncom- 
(Kigni, i871, IV, pp. 363-380. 

BoNCOMPAOHi (Baldassarre). Cataloga dei lavori di Felice Chiù. Id., id., pp. 381-WO. 

Ferrahis (Galileo) in Discorsi per l'ìnauguraswne del biteto di Frlice Chiù nella r. Uni- 
oeraità di Tm-ino il 2H novembre 1873, Torino. Stabilimento dell'tluioue ti pogra 11 co-edi- 
trice, I87a, pp. 5-21:*. Il disuorRO del Ferraris fu riprodotto nella raccolta delle sue Opere 
pubblicate per cura dell'Associazione elettrotecnica italiana. Milano, Ulrico Hoepli, lì)0£-!MH, 
HI. pp. 331-351 . 

Marie (Massimiliano). Tkéorie des fonction^ de oariables imaginaires. Paris, Gaiithier- 
Villars, 1874-76, III. pp. ^80-313. 

(') 1 due lavori principali dei Menabrea sulla serie di Lagranfie hanno per titolo: 

Mémoii-e sur In serie de Lagiauge. [t6i3|. Torino, Acc. Se., Memorie. 2." serie. Vili, 
I«t6, pp. 91-148; 
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Obserealmns sur la virilabk inlerprèiatinn ile. In sèrie tìe Lai/rnnge. [t84fi]. Torino, id., id., 
X, 18*ft. pp. 111-162. 

Insieme con essi ^iova altresì riconiare la relazione del iiiMlesinio Menabrra sopra unn 
Memoria del Chiò intorno alla convergenza e le proprietà della serie di Lat;ranp'. letta nella 
seduta del 2 luglio 181S della R. Accademia delle Scienze di Torino, e tttampatii. eoll'ag- 
gjunta di Ire Note, nell" • Antologia italiana, Giornale di S<ùenze, Leltere ed Arti •. Torino, 
an. I, t. ri, 1847, p|). 6r>«i. 

(') Cili articoli di polemica cui sì accenna nel lesto Ronu; 

CiBNoaiHt (Angelo). Intonui ad unn lettera ilei kìij. t-tiute L. F. Mrsahhka, Biilleltino di 
HibliograHa ecc., ecc., V, 1873, pp. blìMytì. 

— Richiami) a favore di Frmce Chiù. Dullettiito di Blliliograiiu cit., eec. VI. 18711, 
"pp. lKl-168. 

— Su d'uìui eimtroveraiii intitrnn atta serie ili Tiagranav. Torino, Acc. Si-., Atti, Vili. 
1871Ì-73, pp. 18^1. 

— Bret>e risposta al signor conte L. F. Mknahrra. Rnllettino di Bililiogralia eie, h-c, 
VI. 1873, pp. 530SK. 

— Oòsereatiotis relnlives à une Note de M. MknabrÉa eoneernatit ìa sèrie fle Tjaaramje. 
Paris, Ac. des Se., Comptes-rendus, LXXVIl, 1873, pp. 15tl-15«. 

MknAbrka (Luigi Federico). Intorno ad uno scritto del siff. prof. Anoelo Genoccki. Bui- 
lettino di Bibliografia ecc., ecc., V, 1872, pp. 301-305. 

— IJn'uUinta lettera sulle peripezie della serie di Lagrange in risposta al prof. Anuki.ii 
Uenocchi. Bnllettino di Biblìogralia ecc., ecc., VI, 1873, pp. 435-457. 

— .Vote sur l'iflenlité des formules lionnées pur Cnuchy pour déterminer les condilions de 
aiHcergence de la sèrie de TAtgrange acce eelles qui ont èie éfablies par Lagrange lui-méme. 
Paris, Acad. dea Se., Comptes-rendus, LXXVIl, 1873, pp. 1X58-1361. — Les Monde». XXXII. 
1878, pp. 673-675. 

(*) MiNiCH i^Serallno Raffaele). Sugli integrali algebrici d'un sistema di equazioni differen- 
ziali-i cui termini sono integrabili per mezeo di trascendenti abelianr e sulla proprietà fbnda~ 
meHltde di simili trascendenti. Venezia, Memorie dell'i, r. Istilitto Veneto di Se, Lett, ed 
Arti, 111, 1847, pp. 269-328. 

(') Gknocchi (Angelo). Sopra una costrueifìw. del teorema di Abel. Annali di Matematica 
pura ed applicata, 1, l*S8, pp. 3.^40. 

Brioschi (Francesco). Siti- l'integration ries èquations ultra^tlipliques. Creile, Journ. f. 
die reine u. angew. Math.. LV, pp. 5.5-60; — od anche t. V delle sue Opere matematiche, 
attiialmeiile in corso di stampa, pp. 487-491. 

('•) Tbitdi (Nicola). Delle relazioni tra i determinanti di due sezioni coniche, l'uua iscritta, 
l'altra circoscritta ad un poligono irregolare. Napoli, Ace. Se., Rendiconto, 11, 1843. pp, 89-ttì, 

— Happresentmione geometrica immediala dell'equazione fondamentale nella teoria delle 
funzioni elliHiche con diverse applicazioni. Napoli, Acc. Se, Memorie, I. 18,52-54, pp. 63-100. 

— Ricerche risguardanti la molliplicaeione ed addizione geometrica delle funzioni ellitfiche. 
Napoli, Ace. Se., Rendiconto, li, 18.5;ì, pp. 66-69. 

— Sfudii inloriM od una singolare eliminazione, con applicazione alki ricerea della rela- 
zione tra gli elementi di due coniche, l'una iscritta, l'altra circoscritta ad un poligono, ed ai 
corrispondenti teoremi del PonccUl. Napoli, Acc. Se. Rendiconto, I, 1802. pp. 198-210: — 
id.. id. Alti, I, 186:), n.* 6. 
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— Sui Unremi ilei Poneeìet reltUiui ai poligoni iscritti e circosetitli alle coniche. Giot'rmle 
(li Mal. ad uso d^ii Btudenli delle Univ. italiane, 1, Wm. pp. 8l-flll, IÌt-126. 

(") FitmtAHi (Paolo). AìmììM di ofewHe equtieioni traocendentl . EfTpmeridi astrouoniìclu! 
di Milano per l'anno 1845, Milano, 1844, Appendice, pp. 3-127. 

— SHlì'integraeione deUe equmiùni differenziiili ordinarie di 1." ordine e litéeari per un 
humeru qualuttgue di DarifU>ilt. EfTetneridi nsti'onouiicho di Milano per l'anno iS^, Mi- 
lano, tSVÌ, Appendice, pp. 3-146. 

(") Lavauna (Giovanni Maria). SuUa inleijrtwione lUU'equmimii non liueuri di natura 
qttalunque alle derivate pnrxiiiìi del prim'ordinc fra iiìtaìsitimjlia ìitimerti di variabili. Catania, 
Ac«. Gioenia. Atti, VII. 1850. pp. 17-81. 

("> Tardy (Plwido). Sui differetmiali a indice quntunque. Annali di malematicu pura ed 
applicata, I, It^, pp. I3r>-148. 

('*) — Sopra akuui punti della teoria del molo (lei liquUli. Fìieiizc, Gio. Mazzoni, 1847. 
pp. 1-29. 

(") Grniicchi (An^lo). Di una Nota del barone Pì.ama. Cnai particolari del molo dei li- 
quidi. Annali di matematica [inra ed applicata, I, 1858, p|i, .SR'I-Sitft. Delle medesime (]uÌBtiuni, 
senza per nitro riferirsi agli studi del Taruv, s'era occupato il Gemoochi in altro lavoro pri'- 
cedente dal titolo ; Sopra una formula di Tjagrange spettante al molo de' liquitti ne' casi in : 
Aimtili fli Scienze matematiche e tiBJche, Vili, 18uT, pp. 39642^. 

(") La comunicazione del BonchARDT Tu riproiiott^t integralmente nella collezione delle 
sue Opere, Berlin, G. Reimer, 1888, pp. 465-tfi6. Essa si aggira sul medesimo st^^etto della 
dissertazione presenljtta nel 1843 dal Borchardt per il dottorato alla Facolti'i lllosotlca di 
Konigslierg, della <|ual dissertazione non si potè trovare l'originale e si conosce il solo ti- 
tolo : De inteffratione quarundam aequatinnum dtfferetitialium una cuiii variin ad theorhim 
inteifi-alium ellipticorum application ibua. 

(*') Jacobi (Callo Gustavo Jacob). Sopra le funeioni di iMplace, che riaullaiui dallii uri- 
luppo déU'eapresuione 

\_ 
(a* ~ a a «' [co3 «. cOH 9, -j- seti w scn 9 co.s (# — »')] -|- «■») 

Giornale Arcadico, XGVIII, 18+4, pp. 5iWi6. 

— Sulia condizione di uguaglianza di due rntliei dell'equazione cubica, dalla quale dipen- 
dono gli osai principali di una superfìeie del aecond' or ditte. Id., XCIX, 18i4, pp. 3-11. 

— Sul principio dell'ultimo moltiplicatore, e suo uso come nuovo principio geiurale di mec- 
canica. Id.. XCIX, isti, pp. 129-14tì. 

Oltre le comunicazioni qui ricordate, il Giornale Arcadico contiene ancoiu. tradotti in 
lingua italiana, altri articoli del Jacobi. che nel testo originale erano già stati pubblicati in 
riviete scientifiche straniere. La notlda degli aiuti, che nella composizione de' suoi lavori 
in lingua italiana, et)t>e il Jacobi dal Chblim. la appresi dalla viva voce di quest'ultimo. 

('*) Stkeneb (Jacopo). Temvmi relativi alle coniche iscritte e circoscritte. Giornale .\r<'adico, 
XCIX, 18H, pp. 147-161. 

— Del baricentro di curvatuni delle curve piane. Id., CI, 1844, pp. 1-31, t!ìl-l(iO. È una 
traduzione, eseguita per cura del Dr. Luigi Schlaelli. dall'oiìginale tcdi'Mco di una Memoria 

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XV. 3 
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Iftla il 10 aprile IKJH all'Aeradi'tnia delle Si-ieti7>' ili Iterliiio e poi stampata nel (ìiornalc ili 
Creila. XXI, 18*0. PI.. :i3-fi:i. 101-13;!. 

(") Padlu.a (Forlu natii)- Ricerche rii antiirxi npplirnfa alla gfomelHn. Napuli, Afo. Se. 
Uendk-onti. Ili, I8M. pp. ii\-m\, 3ai-:tó8, Un-V)»: iV. pp. 15-àì. 

— Delle curve <li quniio yrntlo cìte hanno tre pitnN lìi regresso di prima aperir.. Napoli. 
-Acc. Se. Rpiidicoriti, 1, 1853, pp. *»-:«; id., id.. Memorie, I. ia-rf-r>t, pp. Sl-W; Hoiiiu, 
.\iiiiaii di Scienze nialematicht- e tifiche. Ili, \\m, pp. :J83-387. 

— De'punli muttipii lielle enriv nlgebrìche. Annali di Scieni;e matematiche e libiche, IH. 
1852. pp. 211-431. 

(**) Moss<)TTi (OHaviano Fabrizio), fiur leu fnrces qui réylsKent la conaMutiim iutérieure 
ileu corps. Aper^m pour xervir rt In (Mermìnation ile la rnusie et iles ìnijt ile l'nelioit molécii- 
Inire. Turin, Iniprimerie roj'ale, MDCCCXXXVI, pp. [-.'li: — vullat» ndl'idioma inglese iti 
Taylor, Seient. Meni., !, 18.'I7, pp. ■ÌV8-HW : — riiirodotta nell'originale francese in 

ZoLi.NGR (l''ed*:!Ìio). Erkldrung iter iiniierselleit GrnvH/itioii tiHS ilen statischeu Wirkutigeu 
iter Elekfi-icìliU itiul (He nlliiemeiiie Beileìitung fleti Weher'nehen Oetelzen. Leipzig. L- Sliuickmatin, 
IHS2. pp. 83-112. 

(") — Tjesioni elementari tli Finica tnntemnlica. Firenze, G. Piatii, 18i3-4ó; i voli. Il 
primo volumi^ comiiicin con un discorso, <lovi^ e riprodiitta la sostanza della Memoria di cui 
alla nota precedente. 

(»*) — Siti principio che la riftesaione e la rifrazione su tìi una superficie mi i ri fra» genti- 
polarizzava nelle ilue ]mrzù»ii in cui vien tìivìsn il rftygio iiiriiìenle ihie gnattlilA di luce vyttali. 
riapettioninente in due piani ortogonnli fra loro, piornale toacnno di Se. med., fls. e nnl., I, 
I8«t, pp. 3.KKi-(7. 

— fiulìa causa della dispersione della luce tiel aistetna delle ondubunoni. Id.. I, 18141. 
pp. ;B7-3tl. 

— Dell'aeione delle foree molecolari nella prodiutione de' fenomeni di capillarità, liibl, it.. 
xeni, 18Ì0, pp. («-SO: — Nuovi Ann. Se. nat.. IV. I8M). pp. SW-ilfl ; - Taylor, Scient. 
Meni., lir. 18«. pp. r,f>4-577. 

— Xola sopra uh fenomeno capUìare ossermtn dal Dr. YouNd. IJibl. il., XCVIII. 18WI. 
pp. :ifi.">-.ì75; — Taylor, Scienl. Mem., Ili, 1843. pp. 578-586. 

— I) HifUssioni intorno alla fona epipolìca. 2) Deduzione delle formale della doppia ri- 
frazione <li FhkSnke. dalle equazioni generali del tnovimento dell'etere ilisseminato nei corpi 
criKlallizzati. Pisa, Il Cimento. Il, 184i, pp. 429-4.S7. 

— lìulle proprietà degli spettri di Praunhofer formati dai reticoli, ed analisi della luce 
che somministrano. Pisa, Ann. Univ. Toscane, Se. cosmologi clic, I. 18Ì6, pp, 181-204: — 
Taylor. Scìent. Mem., V, 1852, pp. 4:15-462. 

— Comunicazioni aopra alcuni argomenti di acustica e di ottica fisica. Pisa, Il Cimtìiilo, 
IV. 1816, pp. 97-I0(S. 

— Considerazioni sulle forze di capilìarità e coesione tlei Uquitli relative alle recenti es^M- 
ricuse dei sigg. Husnv, Donnv ed Haokr. Pisa, Il Cimento, IV, 1841», pp. 4.3ft-4,'')(>. 

— nise.ussione analitica sull'influettea die l'azione di un mezzo dieìellricn ha sulla dislri- 
ìnisione dell'elettricità alla superficie di più corpi elettrici disseminati in esso. [IKHi]. Modena, 
Sin-, it. delle Se. (detta de" XL), Memorie, XXIV, 1«iO. pp. 40-74. 

— Asione de' parafulmini. Il Nuovo Cimento, XVI, 1862. pp. 74-79. 
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(*•) Plana (Giovanni). Sur la dìatribiUion de i'éleclricité à In surfnce de tleux aphèies eoa- 
ditetrims complétemenl iaoUes. Torino, Acc. Se, Memorie, "ì.' serie, VTI, I8i5. p|i. 71-W)1. 

— Sur la dislriÒKtion de l'électricilé à la awface twtórwkre et spliérique d'une Hpbén creunfl 
de tnétal et à la snrfaee d'nne autre sphére eonrìuclrice électrisée que l'on tieni ìaoUe daiis uà 
cavili. (185i|. Torino, Acc. Se, Memorie, 'i." serie, XVI, 11^7, |)p. 57-9t>. 

(**) Darboi'x (Gastone). Sur dettx Mémoires de Poihson relatifa A la diatrffnUìou tlf l'é~ 
ItetrieUé. Bulletin des Sciences uiathématiques, 1™" sèrie, XXXI, iWi, pp. 17-28. 

(") Pioi.A (Gabrio). SuU'applicatsione de' principi della Meccanica AHaìitica del Tja'jriiìnje 
ni principali problemi. Milano, Ref(ia SUimperia, lRi'>, pp, 1-XXill, l-iói. 

— Trattalo sul calcolo degli integrali definili. Milano, Opusc. mat. e fis.. I, iHM, pp. TMWt, 
I61J-400, a7.1-29«, 345-375; — II. lt«4, pp. ll©-i:tì. WtSii. 

— La Meccanica de' corpi natHralmente esleni trattata col Calcolo d^le oariazi'mi. Opnsc. 
mat. e fis., I, 1832, pp. 201-236. 

— Sui principi e sugli u»i del Calcolo de' residui (da varie Memorie del eig. A, L. Cauchv). 
Milano, Opusc. mat. e tìs.. II, 1834. pp. *37-2«l. 

~ Nuòva analisi per tutte le qwiationi della meccanica molecolare. Modena, Soc. it. dello 
Se. (detta de' XL), XXI, 183fi, pp. 1^-33^. 

— Tntorno alle equaeioHi fondamentali del movimento dei corpi quali si vogUono, consi- 
derali secondo la naturale loro forma e coatitueione. [IH45]. Modena, Soc. il. delle Se. (detta 
dti'XL). XXIV. 1848, pp. 1-186. 

Pioi.A (Gabrio) u Prisiani (Paolo). Sulla meccanica celeste e sopra uv nuovo calcolo chia- 
mato « Calcolo dei limili». (Memoria di A. L. Cauchy tradotta ed annotata). Milano, Opusc. 
mat. e fis., II. ISii. pp. 1-84. I33-90Ì, atil-3lfl. 

(**) Briok:h[ (Francesco). Prefazione ad «tia Memoria postuma di G. Piola dui tifalo: 
« Ulteriori considerazioni sul moto dell'acqua in vasi, eanali e fiumi r. Milano, Memorie del- 
l'i, r. IsUtuto Lombardo di Se.. Lelt. ed Arti, 1." Serie, IH, 1852. pp. 28;ì-2fl8: — o-l anche 
t, [Il delle une Opere matematiche, pp. lli)-|:)5, 

(") Vknturoi.i (Giuseppe). Sull'effiussò fleH'arquti dai vasi conici in: Hicerehe yeunietriche 
ed idrometricìie fatte neUa Scuola degli ingegneri pontifici d'acque e. strade Vanna IH'Jl. Mi- 
lano. P. E. Giusti. HDCCCXXII, pp. 1-11. — Il Venluroli fin dall'anno 1810 in un'appen- 
dice alia seconda edizione d^li Elementi di Meccanica ed Idraulica aveva trattato in tsent*- 
rale il problema del moto di un velo fluido piano, nelU' solite condizioni restrittive ricor- 
date nel discorso, ed applicata la teoria generale al casi» delle pareli rettilinee. 

(••) Giulio (Carlo Ignazio). Di un caso particolare iklla dottrina dell'efflusso dell'acqua 
ila' oasi. Torino. Stamperia reale, 1839. pp. 1-38. 

(**) Bktti (Enrico). Sopra la determinazione analitica dell'elfi iissn ''^' liquidi per xina pic- 
mlissima apertura. Annali di Se. mat. e fls., I, 18Ó0, pp, 4!i5-t43; — od anello t. 1 di'llc sue 
Opere matematiche, pubblicate per cura della R. Accademia de' Lincei, Roma, tìKt3, pp. 3-16. 

(••) BiooNK (Giorgio). Sur la détermination tMoriqne de la section contractée dea ccitics 
liqaiileK. [18291. Torino. Acc. Se., Memorie, XXXIV, I83U, pp. 363-.S87. 

(*>) Obici (Pietro). IiC leggi del moto cagionato ne' corpi dalla percossa graficamente deter- 
minale in : Mozzoni (Andrea), Elementi di Fisica generale, 7." edizione. 1." fiorentina. Fi- 
renze. G. e S. Jouhaud, 1841, Appendice, pp. 267-324. 

("1 CouAZZA (Giovanni). Sulla teoria della piopaijmioìie dclhi Iure omogenea nei wpjjì 
omogenei. Milano, Sih-. tip. dei (.llnssici it^ilìuni. I814I. pp. I-XII, 1-104. 
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— BspoaiehHt dei principii geiteralt suU'equiìibrio e sul moto lUU'eUre ueU'iiUento «Ut 
corpi pesanli. Majocehì. Aniiati di Pia.. Chim. e Maf.. Milano, 184i, XVI, pp. »»-257. 

— Sì*lle-intÌHsioni iHotecoìari prodotte dalle oudtdaeioni dell'etere. Milano, Giornale dell'i, r. 
Istituto Lombardo di Se., Leti, ed Arti, luiova serie, IV, i8ifi, pp. 19U-230. 

— Sulla potarixxatione rotatoria della luce sotto l'infiuenea delle aaioni elettromagnetiche. 
Milano, Giornale .dell'i, r. Istituto Lombardo di Se. Lett. ed Arti, nuova serie, IV, IK)2. 
pp. Ì91-538; V. 1853. pp. 39*^34.2. 

— Cof'si'teraeioni sulla possibilità deWesistenea di un metzo mtignetico negli spaei vuoti 
di materia ponderabile. Milano, Giornale dell'i, r. Istituto Lombardo di Se., Lettere ed Arti, 
nuova serie. Vili. 18Ó6, pp. a47-«l. 

(••) Men'abhéa tLuiffi Federico). Notions sur la machine atialytique de M. Charles Bab- 
BAOK. Bibl. univeMellc. XLI, Genove, IMÌ. pp. :t53-377: — Taylor, Sileni. Mem. Ili, I8t3. 
pp. 666-731. 

('**) GoNNKM.A (Tito). Opuscoli fnatemafiei. Descrieiiine di u>ia machina per quailtttre If 
figure piane. Firenze, Oio. Mazzoni, 1841, pp. 135-li*4, con due tavole. 

(") Conti (Pietro). SuUa tesistenta di attrito. Roma, H. Acc. de' Lineei. Atti, i.' Serie. 
II, 1875, pp. 16-àOO, con 25 tavole. 

C) — SuUa resistenza alla flessione della pietra • aeretui ». Roma, R. Aix. de'Linceì, Atti, 
i." Serie, II. 1875. pp. «18-416, con una tavola. 

(") Risate (Giuseppe). SuUa tenacità del ferro a diverse temperature. Firenze, Soc. it. delle 
Se. (detta de" XL), Memorie. 3." serie, II, 186W-76. pp. 321-342. con una tavola. 

— Sull'elasticità de' metalli a diverse temperature. Palermo, Ga7.zet(a chimica italiatia. VI. 
1876, pp. ffiWi. 57-88, 176-l!»f>; VII. 1877, pp. 61-89. 173-188, con tre tavole. 

— Ricerche sperimeulali sulla tenacità de' metalli n diverse temperature. Roma. R. .Acc. 
de' Lincei, Memorie, 3." serie, I. 1877, pp. 17&-19t, con una tavola. 

(**) Risati (Giuseppe) e Pucci (Enrico). SuUa lungheeta del pemloio a secitudi. Ronni. 
R. Acc. de" Lincei, Memorie, 3." serie, XV, 18(^5. pp. 57-Ì31, con quattro tavole. 

— SuUd luughesea del pemlolo semplice a secondi in Homa. Es|)erienxe eseguite dui pro- 
fessori n. PiSATi Pi! B. Preci, pubblicate per cura di Vincenzo Reina. Roma, R. Acc. dei 
Lincei, Memorie. 5." serie, I. 18»4, pp. 3-l6:ì, con una tavola. 

(") Cbrboni (Giuseppe). Sull'ordinamento della coutiMlità deUo Stato. Firenze, Giuliani, 
I86B, pp. 1-60, COI! una tavola. 

— Primi saggi di logismografia preseitlati all' Xf Congi-esso degli Sdenelati italiani. Fi- 
renne. Tip. La Minerva. 1873, pp. iSi. 

— Sur l'importance d'unifier les t'tudes de la comptabUiic. Roma, Eredi Botta. 1KK7. 
pp. l-iài. 
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Sulle equazioni integrali. 

(IH GiusKPpK Lauhicella, a Catania.) 



Vr soli dieci anni il prof. Voi.tehha nella sna Memoria : Sopra alcune 
qtiistioHi di inversione di integrali definiti (*) scriveva : « II seguire le vicende 
del problema delle inversioni degli integrali definiti potrebbe dar luogo ad 
una pagina istruttiva ed interessante di storia deU'analisi, giaccliè una tale 
ricerca intiniaiueiite legata alla integrazione delle equazioni differenziali, agli 
sviluppi in serie e ad una classe estesa di quistioni fisico-matematiche si è 
imposta di frequente all'attenzione dei geometri ». Da allora il detto pro- 
blema di inversione lia fatto progressi immensi per opera principalmente 
dello stesso Voltehha e del Fhedholm ; ed il campo delle applicazioni di 
esso prol)lema alla fìsica-matematica ed all'analisi è ora divenuto cosi vasto 
ed imporlanle, die la pagina di storia di cui parla il Volterra sarebbe oggi 
di grande interesse, al fine sopra tutto di coordinare con i risultati generali, 
die si hanno sulla teoria delle eiiuazioni integrali, Ì varii ed interessanti prò 
blemi, che si possono fare dipendere da questa teoria e che furono gii\ trattati 
con crìterìi disparati. Un brillante capitolo dì tale storia dell'analisi è stato 
scritto appunto dal prof. Voltehha nell'Art, 1 (§§ 1, 2,... 9) della sua citata 
Memoria. 

Il compito assai modesto che io qui mi propongo è di esporre i più 
notevoli tra i risultati generali fin ora ottenuti (••) sul problema delle inver- 
sioni degli integrali definiti e sulle sue applicazioni, fermandomi un po' di 
più sulle applicazioni ai problemi di fisica-matematica. La considerazione di 
ini importante problema di fisica-matematica mi darà inoltre occasione di 
proporre lo studio di una nuova equuzìojiè integrale. 

I problemi di inversione di integrali definiti, dei quali parleremo, poi*- 

{•) Annali di Matemaiìca, Scrifi 2.", Voi. XXV, I8!f7. 

("*) U presente arlkolo fu scritto nell'Agosto dello seoi-so anno e fu letto nel I Congiess» 
(di , Parma) della Sucietà Italiana per il progresso delle «cteiiw. 



db, Google 



Lauriceìln: Snlle equazioni integrali. 



sono così enunciarsi: date ad arbitrio una funzione ■^{x) del cainjM) reale 
qualsiasi ab ed una funzione fJ (ic, y) dei punti del quadrato, determinato 
dalle rette x = a, a; = 6, y '=a, y = b, trovare una funzione 9 (y) del campo 
a b, tale che si abbia 

\gìx, !,)f{y)dy^'^{x), (i)v 

oppure : 

f [x) -{- I G {X, y)f{y)dy = j {x), (2jv 

n])pure : 

b 

\g{x, y)f{y)dy=^{x), (I)p- 

oppure : 

b 

V (iK) + 1 G (X, y)f{y)dy = '^ [x). (2)^ 

Le equazioni (l),-, (2)v si chiamano equazioni integrali del li}>o Volterra^ 
k: equazioni (l)j.-, (2)f equazioni integrali del tipo Fredholm. L'Hilbkht poi 
chiama equazioni integrali di 1." specie le {l)r, (!)*■, equazioni integrali di 
2:' specie, le {%)i', (2)^. Alla G (x, y) è stata data dal prof. Pincheri.e la de- 
tioininazione di funzione caratteristica, dall'HiLBEHT la denominazione di Kern 
i perno). In ciò che se^ue noi adotteremo quella del Pinchehi.e, 

Abel nello studio di un certo problema meccanico, che comprende come 
raso particolare quello del tautocronismo, si imbattè in una equazione inte- 
grale, che si può ottenere dalia (l)r, ponendo: 

G(x, y) = {x-y)-' (0<»<1). 

Questa equazione, come è noto, fu risoluta dallo slesso Abei, e poi, con 
metodi diversi, da altri autori, che ne fecero lo più svariate ed eleganti ap- 
plicuzioni. 

Per circa tìO anni la formola di risoluzione di Abei, costituì l'unico esempio 
di inversione di integrali dehnitì con limiti variabili. Nel 1884 il Sonine (*) 



('} Sur la géuératiaation il'une formule ifAbel (Acta nmth., i. 
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^neralizzò il risultato ili Abkl al caso in cui nella equazione (l)rf*i abl)Ì!i : 
Oix. y)^{x-,j)-Fix-p) (0<H<1) 

con F(t) funzioue sviluppa l)ìlf> in serie di MacJjAuhin. Questa peneralizza- 
zione « seynù un voro e proprio passo nella iiiiistione «lell'inversione ». 

Pure nel 18Hi. il prof. Voltemha (*) dette un metodo per risolvere l'e- 
quazione (Ilf.Tale tnetodo, indipendente dalla natura della funzione il^'), 
consiste nel ricondurre la risoluzione della (!)/.■ alla ricerca di una funzione 
l \z, a) tale che l'integrale 



I >(;(/, a), dix, y)dy 



risulti indipendente da a. 

Il prof. Lkvi-Civita verso la line del 1895 negli AUi «iella R. Acc. delie 
6'c. di Torino {**) dette un inetodo, che può condui're all'inversione defili in- 
tegrali (1)v, (l)f'i t|uando la funzione O ix, i/) soddisfa ad un'eijuazione alle 
derivale parziali a variahrli se|»arate. 

Tale metodo Egli applicò alio studio delle equazioni (l)r, (1)f uè! caso di 

G{x, y) = f{x-y). 

Le cose stavano a questo punto, quando nel Gennaio del 189(> il pro- 
fessore Volterra (*••) pubblicò la Sua forniola generale di risoluzione del- 
l'equazione (l)v, estendendola al caso in cui la G (ic, y) per x=:y diviene 
infinita di ordine inferiore ad I, In due successive Note dei Rendiconti dei 
Lincei (••**) Egli dette la forniola generale di risoluzione dell'equazione (2)v-, 
dimostrò che la ri.soluzione dell'equazione (l)r si può in generale ricondurre 
a quella della (^)v, ed estese i Suoi risultati ai 'sistemi di equazioni dei due 
tipi (l)v, (2)i' ed al caso di campi a più dimensioni, 

f risultati generali del Voltehha sull'equazione {\)v danno come caso 
eccezionale quello in cui il limite inferiore della funzione Q (ir, x) nel campo 



(•) Sopra M» priìbtema di elettrostatica (Acc. dei Lincei, Transunti, Serie 3.", Voi. Vili). 
("•) SttW inaerà ione (leali integrali defluiti net campo reale (Alti della R. Act. delle Ho. 
i Torino; Voi. XXXt, 18!*.>-<t6). 

(•") Sttll'inversione deijU integrali depiliti (ibid.). 

.;*•••) Serie 5.^ Voi. V; 1896. 
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«6 è lo zero; ed il Voi-tkrra stesso ii) due Note, pubblicale ne^lì Atti della 
M. Acc. delle Se. di Torino nei mesi di Marzo ed Aprile dello slesso anno, 
esaminò questo easo discutendolo in tutti i suoi dettanti. 

Riassumo qui ì risultati del Voltrrha sulle equazioni (l)v, (^)r con le 
Sue uiedesiuie parole (*). 

« 11 metodo che lio sejfuito è foiulato sopra tre principii fondamentali. 

Phinupio di convergenza. iSe 6', (o;, y), a<,x<iy, a<iy<ib è una fun- 
zione finita infegrabile e a partire da ensa si calcolano succetmivamenfe le: 

SAX, y) = \s,^j{x, l)S,,.,{l sf)dl, 

S, sarà indipendente da j e la serie 

«« ('■«, y) = — % ^' '^' y*' 

sarà nniformewente convergente e rappresenterà una funzione inteyrabih. 

I'HrK<:it'io ni «ech'hocità. Se si opera suila «„ (x, y) come si è operaio 
sulla Sa (x, y), cioè se si fornui : 

sAx, i,) = |»,„,U, C) «/-,{;, y)dl, 

«i ritrova la funzione primitiva, vale a dire si ha : 

SAX, y)^-^,sAx,y), 

e le due funzioni S„ (x, y} e s, (x, y) sono legate dalla relazione : 

A-„ {X, y) ^ s, {X, y) = \s, (x, ;') s, (;', y)d':, = \s, {x, ;) S.. (l, y) d l 

Principio della inversione. I/equazione funzionale : 
y 



(") Meinoriu uitala degli Annali <li Matematica. 
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si inverte in una maniera unica mediante la fomtola : 
9(y) — fiy)—\fi^)3oix, y)dx. 

Questi tre prìncipii sono estensibili al caso di un sistema di funzioni,... 

Una ulteriore estensione può poi ottenersi considerando, invece che una 
funzione o un sistema di funzioni di una coppia di variabili, una funzione 
o un sistema di funzioni di m coppie di variabili : . . . 

Con questi principii si riconduce la risoluzione dei varii problemi di 
invei-sione, qualunque sia il numero delle funzioni incognite e qualunque 
sia il numero delle variabili da cui esse dipendono ad operazioni successive 
di quadratura. 

Nel caso più semplice die possa presentarsi si ottiene il teorema: 

Se si ha la equazione funzionale : 



f(y)-n^)=^fiic)H{x,y) 



dx. 



in cui f {y) e f (y) si mantengono finite e coniinue per y compreso fra z e 

x + A e H{x,y) ej—=JI,{x, y) sono pure finite per y^x>x, at + yl>.y>st, 

e quest'ultima è integrabile, mentre è maggiore di zero il limite inferiore dei 
valori assoluti di h (y) = H{y, y), esisterà una ed una sola funzione finita e 
continua ip che soddisfa l'equazione funzionale per y conipreso fra « e « -j- 4, 
la quale sarà data da : 



SA'<:,y)~js,.,(x,l)S,..(,ly)di 



. («. y) ■■ 



HA^.V) 
k(x) 



Nel caso particolare in cui Hix, y) assume la forma F[x(x) — x(y)] 
questo teorema si specializza . . . 

Antiaìi di MaUmatìca, S«rìe III, Tomo XV. 4 
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Il caso in cui H (x, y) diviene infinito per x = y, in modo che si possa 

porre H{x, y) = ^-^^—^ con Q{x, y) finita e X<Cl, e che comprende in sé 

evidentemente il caso di Sontne e quindi quello dì Abel, si può ricondurre, 
con uno speciale artifizio all'analisi precedente, ed in tal modo si ottiene il 
teorema : 

Se si ha l'eguaxione funzionale : 



f , ,G(x, y). 



in cui f{y) e f (y) si mantengono finite e continue per y compreso fra ac « 

« + ^ (j4 >■ 0) ; e Q {x,y) e -3— = Q, {x, y) sono pure finite e continue per 

tutti i valori di x, y, compresi entro i limiti a e a.-^ A, mentre è maggiore 
di zero il limite inferiore dei valori assoluti di g{y) = Q {y, y) per y compreso 
nello stesso intervallo, esisterà una ed una sola funzione finita e continua f 
che soddisfa l'equazione funzionale per y compreso fra a, e ix-\-A, la quale 
sarà data da : 

9{^) = -— - ^ J f N|;< T.{^, z)dx, 






9 



^•(-.^) = (-.-^-l 



T.{x,z)= ljs,(i,z)T,_,{x,^)dl 



Questa proposizione, allorché {x, y) ha la forma F{x — y), si spe- 
cializza . . . 

Finalmente se H{x, y) si annulla pera; = y, il prohlema dell'inversione 
può in taluni casi riescire determinato, in altri no, e la discriminazione di 
essi può ricondursi ad operazioni algebriche. Il teorema fondamentale che 
si ha a questo proposito è il seguente. 
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Abbiasi la equazione funzionale: 

v 
f(j,)=jf(x)H(x,y)dx, « > ff > 0, (25) 



in cui: 

H{x, y) = %a,x'y'^'-\~^, a;'y"+'-'L,(ir, y), 

essendo le a, quatUità costanti. 

Se /, {y) e L, {x, y) e le loro derivate rapporto ad y sono finite e continue 
per X compreso fra e y e y compreso fra ed a, mentre in questo inter- 
vallo h{y) = H {y, y) non ai annulla che per y ^d, esisterà una ed una sola 
funzione finita e contintta che soddisfa la (25) quando tutte le radici dell'e- 
quazione algebrica di grado n: 

essendo finite e differenti fra loro, avranno le parti reali positiiK. Invece, se 
le, radiai della equazione precedente saranno finite e diverse fra loro, ma una 
piit di esse avranno la parte reale negativa, allora il problema di dedurre 
f (x) dalla (25) sarà indeterminato. 

L'effettiva risoluzione dell'equazione funzionale (25) quando le coodi^oni 
stabilite dal precedente teorema affinchè il problema sta determinato, sono 
soddisfatte può eseguirsi riconducendo la quistione ad un'altra analoga per 
la quale sia verificata la condizione H {y, y)^0.* 

Osserveremo, ancora col Volterra, ehé « la quistione di riconoscere se 
le parti reali di un'equazione algebrica a coefficienti reali hanno tutte lo 
stesso segno è stata trattata e risoluta in maniera completa ed elegante dal 
prof. HuRwiTz (*). Applicando il criterio di Hurwitz si puft giudicare a priori 
che la quistione d'inversione è determinata, eseguendo solo operazioni ra- 
zionali nei coefficienti ag, a,,..., «„.» 

Nella medesima Memoria degli Annali di Matematica il prof. Volterra 



(*) Ueber die Bedingunf/en, unter tMlcAen cine QMdiung nifr Wwreeln nwf nofftftiwH reeUe» 
Tkeiien beaite vod A. Hurwitz (Hath. Anoaleti ; Bd. 46, S. 273). 
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estende il Suo metodo alla risoluzione di equazioni integrali con ambedue 
i limiti variabili, ed applica i Suoi risultati generali ad alcuni casi nei 
quali le operazioni di quadratura, che compariscono nelle formole di ri- 
soluzione, si eseguiscono con facilità. Noi qui tralasceremo l'esposizione, 
anche riassuntiva, di tali nuovi importanti risultati del Volterra, e passe- 
remo a dare un cenno di alcune tra le più interessanti quistioni analitiche, 
che si possono ricondurre alla risoluzione di equazioni integrali del tipo 
Volterra. 

Il prof. DiNi {*) guidato dal concetto che mosse il Belthami nell'esten- 
dere le ricerche dello SchlQmilch sugh sviluppi in serie di funzioni di Bes- 
SEL (••), « dopo aver ottenuto sotto una forma generale lo sviluppo in serie di 
funzioni reali passa ad integrare termine a termine le dette serie, dopo averle 
moltiplicate per una funzione arbitraria. Ottiene in tal modo nuovi sviluppi. 
Se quello primitivo è 

/■('«) = 1^. ■»-(«'). 

i cui coefficienti A. possono determinarsi dipendentemente dalla f{x), e se 
iji {x, ^) è la funzione moltiplicatrice, si ottiene in tal modo lo sviluppo in 
serie della funzione : 

È 

jfix)^(x,^)dx = F{l), (11) 

il quale sarà della forma : 

avendo posto : 

I 
K.{^) = (H.(x)^{xA)dx. 



Se si potrà ricavare la f{x), quando sia scelta la -F(5), avremo il modo 
dì calcolare i coefficienti dello sviluppo in serie (12) mediante la funzione 
da svilupparsi F{Ì). 



C) Annoti delie Università Toscane. 
{") Cfr. cit. Memoria del Volterra negli AnttaH di Mat., pag. 
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La possibilità dunque della inversione di una equazione funzionale della 
forma (11) rende in generale possibile il passaggio da certi sviluppi i cui 
coefficienti sanno ricavarsi dalla funzione da svolgersi in serie, a nuovi svi- 
luppi i cui coefilcieati godono della slessa proprietà. > 

Il Le Roux nella sua Memoria: Sur les intégraleii de» eqtialions linéai- 
res... (*) si propone la seguente quistione : dato un integrale (della specie 
che Egli chiama principale) e {x, y, a) dell'equazione 

dxey dx oy ^ ' 

dipendente da una costante arbitraria «, determinare una funzione /'(et) in 
modo che t'integrale 



\f{«.)z(x,y,^)d<,. 



che allora soddisfa alla medesima equazione (^4), per y = y^ si riduca ad 
una funzione data '^{x). lì Le Roux, dopo dì aver osservato che la quistione 
proposta equivale, come è evidente, alla risoluzione dell'equazione (l)r, di- 
mostra che la risoluzione di questa equazione integrale si può fare dipen- 
dere dalla risoluzione dell'equazione (2)v-, supposto che il limite inferiore di 
G {x, x) sia diverso da zero; e poi passa alla risoluzione deirequazione (2)v' 
col metodo delle appro^imazioni successive. In tal modo Egli dimostra l'e- 
sistenza di una soluzione dell'equazione integrale (2)v per \x — Xt\ minore 
di una determinata costante. 

La Memoria di Le Roux precede di alcuni mesi la pubblicazione dei ri- 
sultati del Volterra, il quale non conosceva allora tate Memoria. 

I risultati del Le Roux, considerati come anteriori a quelli del Volterra 
segnano un notevole progresso nel problema generale della risoluzione delle 
equazioni (l)f , {ijvi però sono i risultati generali del Volterha che comple- 
tano esaurientemente lo studio di tale problema. Infatti il Le Roux si è li- 
mitato a considerare solo il caso in cui il limite inferiore di G{x, x) è di- 
verso da sero, ed ha trovato che i Suoi risultali valgono solo per '» — x,\ 
inferiore ad un certo limite. Quest'ultima limitazione dipende dal fatto che 
il Le Koux paragona la serie, che risolve l'equazione integrale (2)v'> ad una 



(•) Annotta de l'Ècoh Normale Snpériettn, S. 3.» T. XII, 189B. 
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serie geometrica; mentre il Volterra riesce a dimostrare che la Sua serie 
convelle come una serie esponenziale. 

Per ultimo indicherò brevemente col Bateman (*), come l'integrazione 
dell'equazione differenziale lineare generale di ordine n 

^- W - L^ + ^' <"'> £■- + ■ ■ ■ + e. («) » = 0, (B) 

si può ricondurre alla risoluzione di un'equazione del tipo {2)f. 

Se si moltiplicano ambo i membri della (B) per x'{r<in), e si integra 
lungo il cammino che va da a ad x, si trova : 

j fi, [y(a;), «;-][+ j'l,(a!)p,ja;^[da;-0, (C) 

dove p, (u) = è l'equazione aggiunta della (B), e dove 

~\RAy.u)\ = u P. (fj) - ypA«). 

Facendo nella (C) r = 0, 1, 2,..., n — I ed eliminando dalle «equazioni, 
che così si ottengono, le -i-^ - ■ ■ ■ . -j^ . risulta la particolare equazione in- 
tegrale del tipo (2)r: 

<?.-. (X) = i/ (X) + ^^^j J p, I {t -i x)-' \y{i)di, 

con 0._, («) polinomio di grado n — 1. 

Passando ora alla considerazione delle equazioni del tipo Fhedholm, 
rammenterò dapprima il metodo del Volterra per la risoluzione dell'equa- 
zione (1)fi precedentemente menzionato, Il quale stabilisce, in certo qual 
modo, un legame tra le equazioni (l)r, {\)f, e può condurre in certi casi 
alla risoluzione dell'equazione {^)f', e rammenterò ancora lo studio sulla 
equazione (l}p del prof. Levi-Civita, del quale pure facemmo menzione. 



(*) The theory of integrai eqwiiiona (Proceedings of the London Hatbemtitìcal Society ; 
S. 2.', Voi. i.". Par. t.% 
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lì Fredholm in una brevissima Nota del Gennaio 1900 (*) risolve l'e- 
quazione integrale del tipo (2)p in modo veramente semplice e sorprendente. 
Per potere seguire il Fredholm nelle sue splendide ricerche, importa notare 
anzitutto che il problema di Neumamt quale fu enunciato dal Poikcahé nella 
Sua celebre Memoria degli Acta mathematica (t. 20), si può considerare come 
un problema di inversione di integrali definiti del tipo : 

b 
f {X) + -kJg [x, y)<f{y)dy = -\> (x) , (D) 

con "k parametro arbitrario. Il Fredholm nella Sua Nota rammenta che il 
doppio strato, il quale risolve il problema di Neumann, come dimostrò il 
Poincaré, è una funzione meromorfa di X; per conseguenza ia densità di 
esso doppio strato deve anch'essa essere una funzione meromorfa di ^, e 
deve quindi potersi esprimere mediante il quoziente di due funzioni olomorfe 
dì X. Ciò premesso, Egli scrive le funzioni olomorfe di \ che sono rispetti- 
vamente numeratore e denominatore della frazione, che rappresenta la so- 
luzione dell'equazione integrale generale (D). 

Nel metodo di Fredholm l'equazione (D) è considerata come limite di 
un sistema di equazioni lineari : 

9, + X^.Ìir,.?- = '{'.r), («=1.2,..., n). (D)' 

Difatti il numeratore ed il denominatore della formola di risoluzione del 
Fredholm sono espressi per mezzo di due serie, che si possono ottenere 
dalla formola generale di risoluzione del sistema (D)' con passa^io al 
limite. 

11 Fredholm, scritte queste due serie, ne dimostra la convergenza uni- 
forme in tutto il piano della variabile complessa "K con l'aiuto di un impor- 
tante teorema di Hadamard sul lìmite superiore del modulo di un determi- 
nante; e poi verifica che la frazione scritta soddisfa effettivamente all'equa- 



(*) Sttr une nouvelle méthode ptmr la résoltUion du probléms de Diriehiel (Oefversjgt ol 
Kongl. Vetenskapa-Akademiens Ftirhandlìngar 1900; N." 1; Stockholm). 

{*") Il prof. Volterra, imÌ suoi citati lavori del 1896, considera pure l'ecfuazione inte- 
grale (l)r come limite di un sistema di equazioni lineari, al fine di giustiflcare, in certo 
modo, la singolarità che presenta la (l)r, quando il lìmite inferiore di G{x, x) è lo nn. 
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zione (D) per tutti i valori di X, per i quali' il denominatore, che Egli chiama 
determinante dell'equazione (D), è diverso "da zero. 

Dimostra in seguito che per i valori di >, per i quali il determinanle 
dell'equazione (D) si annulla, l'equazione integrale omogenea: 

b. 

¥{a;) + x|G(x, y)'^{y)dy=^0 (E) 

ammette sempre qualche soluzione f (x) non identicamente nulla. 

Ciò premesso, prova che nel caso del problema intemo di Dirichlet la 
corrispondente equazione integrale omogenea (E) non ammette soluzione 
alcuna diversa da zero, e ne conclude quindi che l'equazione (D) nel caso 
del problema intertto di Dirichlet ammette una soluzione. 

11 noto metodo di Nbumann, applicalo dal Poincaré alla risoluzione del 
problema di Neumann, dà, la risoluzione dell'equazione (D) per i valori dì X 
di modulo inferiore al modulo del valore di X, più vicino allo zero, che an- 
nuita il corrispondente determinante. 11 Kblloqo (*) dimostra la coincidenza 
della serie che dà il metodo di Neumann nella risoluzione dell'equazione 
integrate (D), con quella data da Fredholh. 

Nel 1903 il Fkedholm in una bellissima Memoria degli Ada mathematica 
(t. 27) riprende lo studio dell'equazione (D) nella forma (2)f. Introdotto il 
solito determinante Do nell'ipotesi di X = l e introdotte alcune serie, ana- 
loghe al determinante Dq, che chiama minori {dei varii ordini) del determi- 
nante, Egh stabilisce alcune relazioni fondamentali tra questi minori ed il 
determinante, superile dagli sviluppi della Sua prima Nota. 

Allora, interpretando il primo membro dell'equazione (2)f come una ope- 
razione Sg eseguita sulla funzione <p (x), deduce dalle dette relazioni, con 
tutta semplicità, i seguenti risultati generali : 

1." se il determinante dell'equazione (2)f è diverso dazerò, qtiesta equa- 
zione ammette una soluzione ed una solamente, che si ottiene eseguendo sulla 
funzione data y (x) una determinante operazione, analoga alla So ; 

2." la condizii<ne necessaria e sufficiente affinchè esista unu soluzione 



(•) Zht Theorie der Iitl«gralykichung A («, - A («. ') = f* M («, r) A. (r, () d r (GOttinger 

u 
Machrichten, 1902). 
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non identicamente nulla dell'equazione omogenea : 

So <!(") = <>, (E)' 

è che sia Dq = 0; »e n è l'ordine del primo minore di Do , che sia diverso da 
zero, l'equazione omogenea (E)' ammette n soluzioni f,, <?,,■■■, ?. Uneannente 
indipendenti ed n solamente. 

Premessi questi risultati, torna ad occuparsi della risoluzione dell'equa- 
zione (2)f nel caso di Dq = 0. In tale ricerca è condotto a considerare l'e- 
quazione integrale omogenea [coniugata) 

che si ottiene dalla (E)' scambiando nella funzione caratteristica G(x,y) la a; 
con la y , e trova : 

3." l'equazione (E)' ammette anche essa n solusioni i^,, '^,,..., '{'„ non 
identicamente nulle, linearmente indipendenti ed n solamente; 

t." condizione necessaria e sufficiente affinchè l'eqttazione {^)f ammetta 
una solttsione è che la data funzione '^ (x) soddisfi alle n condizioni : 

b 

(■h {x).'^ix)dx = 0, (i = 1 , 2,..., n). (F) 

Nella stessa Memoria il Fbeoholm riconduce, con artifizio altrettanto 
semplice ed elegante, il caso di un sistema di equazioni del tipo (2)f al caso 
di una sola equazione delio stesso tipo; ed in fine estende i Suoi risultati 
al caso, assai frequente nelle applicazioni, in cui la funzione caratteristica 
diviene infinita di ordine inferiore al primo per x = if. L'analisi relativa a 
questa estensione Egli completa nel solo caso in cui il determinante dell'e- 
quazione integrale è diverso da zero. 

Il Plbhelj C), guidato dai risultati di Fkbdholm, riprende lo studio 
dell'equazione (D). Precisamente Egli considera l'equazione, che chiame- 
remo (D)i, analoga alla (D), la quale lega la funzione caratteristica G(x,if) 
con la funzione caratteristica della formota di risoluzione della (D). Deduce 
dapprima la soluzione di tale equazione col metodo di Neuhann, ed ese- 



(•) Znr Ikeorie der Fredhoìmschen Funktionalgleickung (Honatshefte fflr Matlieniatik uod 
PhyBik; XV, Jahrg.)- 

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XV. 5 
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guisce poi il prolungamento analitico dì questa soluzione. I nuovi risultati, 
che in questo modo ottiene, ai possono così riassumere: se il valore > = X„ 
è radice di ordine p dell'equazione Big = ed n è l'ordine del primo minore 
di Dia che non sia identicamente nullo, la funzione caratteristica della for- 
mala, che risolve l'equazione (D), cioè la soluzione dell'equazione (D), , avrà 
la forma : 

9. (») ■j'. (g) , y.J.gHl(gJ + ■ . . + M^Ii^lg) .jpr^ . Ti ,.+... ,j _pl 
(1 — X.)'i ^ (X— M= (X — >.)■ ^■^"•^'*''' L».-|-»*-r ^». PI 

con F{x, y) funzione finita per 1 = 1,, e dove le soluzioni 9,, p,,..., f. (iel- 
re()'iui2t(me omogenea (E)' e {e «ofuztom l'i, 4'ii'--> 'f- dell'equazione omogenea 
coniugata (E)" «ono rfctemwwa/e in »«orfo cfee, come può sempre farsi, soddi- 
sfacciano alla proprietà {detta di ortogonalità) : 

Estende poi, con tutta facilità, i Suoi risultati al caso in cui la funzione 
caratteristica diviene infinita, discutendo in particolare anche il caso in cui 
il determinante Dia si annulla. 

Come si vede, i nuovi risultati del Plbmelj sono un notevole, comple- 
mento dì quelli del Frbdholh. 

Il contributo portato da Hilbert e dai Suoi scolari allo studio dell'e- 
quazione integrale (D), principalmente per le splendide applicazioni all'ana- 
hsi, è talmente vasto ed importante, da meritare una lunga e dettagliata 
esposizione. Però io debbo qui restringere molto i limiti di tale esposizione 
per non dare troppo lunghe proporzioni alla presente comunicazione e per 
non trascurare d'altra parte alcune quistioni delle quali voglio parlare. 

Nella Sua prima comunicazione dei Nachrichten dì Gottinga (1904) I'Hil- 
BEKT, guidato dai criterii che condussero il Fredholm alla risoluzione del- 
l'equazione (D), parte dal problema della trasformazione ortogonale di una 
forma quadratica di n variabili in una somma di quadrati, e, col passaggio 
al limite, arriva al seguente teorema fondamentale: siano x(s), yis) due 
funzioni arbitrarie tali che i due integrali : 



jlx(8)\'ds, \\y(s)]'ds 
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ai mantengono inferiori ad una quantità positiva, che si può fissare, e sia 
G («, l) una finzione sinvtnetrica di 8 e di t; allora si ha : 

b t b b 

\ JGÌ8,t)x(s)y(t)d8dl = ^,y jf,{s)'^(s)dsjf,(s)y{s)d8, 

dove le X„ sono i valori di \ che annullano il determinante Die, ^ ?. sono le 
soluzioni dell'equazione . ■ 

= 9.(«)+iJg(s, t)-f,{t)dt 
determinate con la condizione: 

j{<f,{s}ì'ds=l, 

e dove ancora la serie del secondo membro è assolutamente convergente. 

Da questo teorema deduce importanti criterii di sviluppibilità di una 
funzione in serie di funzioni 9. , tra i quali citerò il seguente : 

-Se G (s, t) è un allgemeiner Kem, ossia tale che, data una quantità po- 
sitiva arbitrariamente piccola t ed una qualsiasi funzione continua g (»), esista 
se/mpre una funzione cotUinua h {s) tale che si abbia : 

b b 

[ jff(«) — |g(«, t)hit)dt^ds<i; 
e se f (s) è una funzione che ai può mettere sotto la forma : 

b 

f{e) = (G{s, t)kit)dt 
con k (t) funzione continua, allora si avrà : 



c, = \f{a)f,{s)da, 
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e la gerie al secondo membro sarà convergente assoltUamente e unifortKe- 
tnente. 

In questa medesima comunicazione considera, in modo estremamente 
elegante, il caso in cui la funzione caratteristica G{s, t) per x = y diviene 
infinita di ordine inferiore ad '/i- 

Nella seconda comunicazione introduce l'espressione differenziale: 






dx 

e la funzione di Gbben relativa all'equazione L(«)=0 con dati condizioni 
ai limiti a, b del campo di variabilità; e stabilisce i seguenti risultati: se la 
funzione di Green retaiiva all'equazione L{u) = viene considerata come fan- 
sione caratteristica dell'equazione (^)f e la funzione ^{x) è finita e continua 
e aerimele due volte, esisterà una soluzione di questa equazione ed una so- 
lamente, che sarà data dalla formala : 



<f{x) = 



i[h^)]; 



se la medesima funzione di GtìKBìi mene considerata cotne funzione caratteri- 
stica dell'equazione integrale (D), la funzione caratteristica della formola di 
risoluzione di questa equazione è uguale alla funzione di Green relativa al- 
l'equazione : 

L(») — >tt = 0. 

In seguito osserva che le funzioni 9,, introdotte nella comunicazione 
precedente, rappresentano qui le soluzioni delle equazioni: 

L (p.) — >. 9. = ; 

e quindi, applicando i Suoi teoremi sugli sviluppi in serie ed estendendo 
ancora i Suoi risultati sull'espressione L{u) al caso delle due dimensioni, 
ottiene come casi particolari i noti sviluppi di una funzione arbitraria in 
serie di funzioni trigonometriche, di Bessel, sferiche, di Lamé, quelli in serie 
di funzioni armoniche di Poincaré, ecc. 

Nella terza comunicazione applica la teoria delle equazioni integrali alla 
risoluzione del problema di Riemann, limitandosi alla trattazione del pro- 
blema di determinare una funzione di variabile complessa in un'area piana, 
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con la condizione che al contomo la parte reale u e la parte immaginaria v 
soddisfacciano alla condizione lineare: 

a (s) . u («) -t- 6 (s) . « (fi) + e (s) = 0, 

essendo «(»), b{s), e (a) date funzioni, sottoposte a certe restrizioni. 

Prima di parlare, per quanto assai brevemente, delle due ultime e re- 
centi comunicazioni di Hilbert (*), è opportuno che io qui faccia menzione 
di un interessante lavoro di Ehhakd Schmidt (••), U quale si riconnette con 
i risultati delle due prime comunicazioni di Hilbert. 

Lo Schmidt servendosi di disuguaglianze analoghe a quelle ben note di 
ScHWABZ, ritrova i risultati di Hilbert sugli sviluppi in serie, togliendo in 
particolare la condizione che la funzione (s, t) sia un allgemeiner Kem, e 
dà, per il caso di G (s, t) funzione simmetrica la seguente elegante formola 
di risoluzione dell'equazione (D) : 

b 

^ (X) = tM + 1 2 v5: / + (<) 9. (I) d 1- 

In seguito estende alcuni dei Suoi risultati al caso di G (a, t) funzione 
non simmetrica, introducendo le due funzioni caratteristiche date dagli in- 
tegrati : 

b b 

G (s, t) = (o («, r) G ((, r)dr, G («, t) ==Jg (r, s) G {r, t)dr 

e sostituendo alle funzioni <p. di Hilbert una serie di coppie di funzioni 
(f,, -f. tali che 

b b 

y. (s) = -k, (g {a, t) 4-, (0 d t, +. («) = X. I G {t, 8) T. (0 d t. 

Tornando ora ai lavori di Hilbbrt, diremo brevemente che nella quarta 
comunicazione fa una trattazione sistematica delle forme quadratiche con 
infinite variabili ; e che nella quinta comunicazione Egli applica, gli ottenuti 



(*) Naehriditen di Gottinga, 1905. 
(**) Zur theorie der lintaren und Hichttinearen Tnfegralghit^unffen, 1 Theil (Math. Annaien, 
I. LXIll). 
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risultati su queste forme, alla teoria dell'equazione integrale (D). Precisamente 
ritrova con rapidità ed eleganza ì risultati di Ffedholm, quelli Suoi e quelli 
di ScHMiDT. Inoltre deduce i Suoi risultati sulle equazioni differenziali del 
S." ordine, precedentemente menzionati, che estende ancora ai sistemi di 
equazioni, mediante l'introduzione di una certa equazione integrale del tipo (D), 
che chiama equazione integrale polare. 

l risultati di Hilbert e di Schmidt, che abbiamo rapidamente passato 
in rivista, ed altri importanti ancora dovuti all'applicazione all'anahsi della 
teoria dell'equazione (D), come ad esempio quelli di Max Mason {•) sulle 
equazioni del tipo ellittico, di Fubinc sulle funzioni automorfe (•*), ecc., mo- 
strano qual valido strumento analitico sia la teoria creata da Freuholm 
sull'equazione (2)f. 

Ma ben altri e, se possibile, più meravigliosi frutti ha dati la teoria di 
Frbdholm nel campo delle applicazioni alla fìsica matematica. 

L'artificio tanto semplice, ideato da Fkbdholm per risolvere il problema 
intemo di Dirichlet, si applica quasi tal quale alla maggior parte dei pro- 
blemi al contorno, come ad esempio, quello dell'equilibrio dei soUdi elastici, 
quello dell'equazione doppia di Laplace, quello delle temperature stazio- 
narie, ecc. Esso si può riassumere nelle seguenti tre operazioni : l.** costruire 
una opportuna equazione integrale (2)^ , od un opportuno sistema di equa- 
zioni integrali della specie {2)f; 2." dedurre sistematicamente la funzione ca- 
ratteristica dell'equazione integrale costruita, da soluzioni particolari del 

problema al contorno che si studia, simili all'integrale — dell'equazione di 

Laplace nello spazio ordinario ; 3.** dimostrare che l'equazione integrale omo- 
genea, corrispondente all'equazione integrale da risolvere, o la sua coniu- 
gala non ammettono soluzione alcuna diversa da zero. 

Eseguite le dette operazioni, gli enunciati teoremi di Frbdholm sull'e- 
quazione (2)f' ci assicurano dell'esistenza della soluzione dell'equazione in- 
tegrale {o del sistema) che si considera; ed allora il doppio strato, o il doppio 
strato generalizzato, il quale abbia per densità questa soluzione, risolve com- 
pletamente il proposto problema al contorno. 

Ma può darsi che l'equazione integrale omogenea, corrispondente all'e- 
quazione integrale che si studia, ammetta una o più soluzioni non identica- 



(*) Joìumea de math.. Tomo 18, anno 1904. 
(») Annali di Matematica, T. XIV, 1907. 
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mente nulle. Allora la detta equazione integrale non omogenea, in generale, 
non ammette soluzioni ; infatti gli enunciati teoremi di Fredholm ci dicono 
che in tal caso la funzione arbitrariamente data deve soddisfare a delle con- 
dizioni integrali [le (F)]. Qualche volta, come ad es. nell'integrazione dell'e- 
quazione doppia di Laplace per le aree piane, queste condizioni sono do- 
vute al problema stesso che si studia; qualche altra invece, come ad es. nei 
problemi al contorno per i campi infiniti, sono dovuti al fatto che la solu- 
zione del problema non è rappresentabile mediante un doppio strato o un 
doppio strato generalizzato. In quest'ultimo caso però il problema al con- 
torno si può sempre risolvere, valendosi del seguente artifizio (•). 

Sì considerino alcuni integrali particolari del problema proposto, i quali 
non siano rappresentabili mediante doppii strati o doppii strati generalizzati; 
si aggiungano questi integrali, considerati nei punti del contorno del campo 
e moltiplicati per coefficienti indeterminati, alla funzione data ad arbitrio; 
si determinino questi coefficienti in modo che la somma ottenuta soddi- 
sfaccia alle condizioni {F). Allora la corrispondente equazione (2)jr ammet- 
terà una soluzione; e quindi il proposto problema al contorno sarà risoluto, 
nell'ipotesi che i valori al contorno siano quelli rappresentati dalla somma 
suddetta. Dopo ciò, è superfluo dire come si può arrivare immediatamente 
alla risoluzione del problema generale proposto. 

La generalità dei metodi ora esposti è tale, che non sarà difficile im- 
maginare due problemi al contorno, l'uno interno, l'altro esterno, i quali 
comprendano come casi particolari quello di Dirichlbt, quello dell'equilibrio 
di elasticità, quello delle temperature stazionarie, ecc. Infatti basterà costruire 
un sistema di strati generalizzati e un sistema di doppii strati generalizzati, 
che comprendano come casi particolari gli strati e doppi strati relativi agli 
enumerati problemi al contorno; scrivere poi le equazioni integrali che ne 
risultano, ed applicare a queste equazioni gli enunciati procedimenti gene- 
rali. In questo modo verranno ad essere considerati sotto un unico punto 
di vista i più disparati problemi al contorno della fisica-matematica. 

Tornando ora alle considerazioni sui singoli problemi al contorno, debbo 
osservare che non è sempre facile superare le difficoltà che presentano le 
tre operazioni, nelle quali sì riassume l'artifizio di Fbedholm. Così ad esem- 
pio, U Fredholm stesso nella risoluzione del problema dell'equilibrio dei 



(*) L&URiQBLLA, Alcune apptietuioni della teoria delie equagioni fttneionali ... (11 Nuovo 
Cimento, Serie 5.», Voi. XIII, 1907). 
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corpi elastici per dati spostamenti in superficie (*), dopo di avere scritto un 
conveniente sistema di equazioni integrali, a dir vero, poco trasparente; cioè 
dopo di avere eseguita la prima delle tre indicate operazioni, abbandona il 
Suo primitivo metodo, forse in causa delle difficoltà incontrate nella seconda 
operazione. Tuttavia ^li ne riesce vittorioso mediante un procedimento, il 
quale, oltre a risolvere la quistione che si era proposta, può applicarsi ad 
altre importanti quistioni di fisica-matematica. Tale procedimento si fonda 
sulla seguente osservazione. Dalla dimostrazione di Fkbdholm sulla conver- 
genza delle serie numeratore e denominatore (il determinante) della frazione, 
mediante cui può esprimersi la soluzione dell'equazione integrale (ì)f, ri- 
sulta evidente che, se la funzione caratteristica di questa equazione è fun- 
zione olomorfa di un parametro k, anche le due dette serie saranno olo- 
morfe in k, e per conseguenza la soluzione dell'equazione (^)f sarà funzione 
meromorfa di k. Ora le equazioni intesali di Fredholm per l'elasticità con- 
tengono linearmente il parametro k di elasticità; e poiché per ft = il cor- 
rispondente determinante è diverso da zero, ne segue che e^o non è iden- 
ticamente nullo; e quindi che la soluzione delle dette equazioni Int^rali è 
data da un sistema di funzioni meromorfe di k. Il Fredholm costruisce al- 
lora un sistema di funzioni U, V, W dei punti del corpo elastico, analoghe 
ai doppii strati, e aventi per densità le suddette funzioni meromorfe. Le 0, 
V, W saranno anch'esse funzioni meromorfe di *, e per i valori di jfc, per i 
quali il determinante è diverso da zero, soddisfano alle equazioni indefinite 
dell'equilibrio e nei punti della superficie prendono i valori dati. Per i casi 
di isotropia il Fkf.dholm dimostra che le funzioni U, V, W sono certamente 
finite. Questo però non sarebbe sufficiente per dedurre allora, che le V, V, W 
nei punti della superficie contorno coincidono con le funzioni date; infatti 
si può dubitare che per qualche valore di k le funzioni densità abbiano un 
polo, pure essendo finite le funzioni U, V, W (come effettivamente succede 
in altri casi); e che per conseguenza non si possa applicare il teorema dì 
discontinuità dei doppi strati. Un tal fatto non si verifica nei casi di iso- 
tropia; perchè, come si dimostra con la introduzione del concetto di pseudo- 
tensioni (**), in questi casi il determinante delle equazioni integrali è diverso 
da zero. Tuttavia l'analisi del Frgdhoi.ii può rendersi esente dal cannalo 



(•) Solution d'nn problème fondameaial de la théorie de VéUistieilé (Arkiv f8r matemaUk, 
Mtr. och fysib, Bd. ì, N. 28). 

(••) Vedi mia cit. Memoria, Gap. IV. 
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dubbio, indipendentemente dalla considerazione delle pseudo-tensioni con 
l'aggiunta di qualche dettaglio, come ho mostrato in una Nota (*) in corso 
di stampa, nella quale apphco ì risultati di Frrdholm sull'elasticità (**) ad 
una nuova dimostrazione di esistenza relativa al problema dell'integrazione 
della equazione doppia di Laplace. 

Avevo detto sopra che la nuova idea di Fbbdholm può essere utilmente 
applicata ad altre importanti quistionl di fisica-matematica. Per potere dare 
uo'idea di queste nuove applicazioni, è necessario che io qui faccia menzione 
dei bellissimi risultati ottenuti dal Pjcard, come applicazione della teoria di 
Frbdholm. Senza parlare delle eleganti soluzioni che dà del problema delle 
temperature stazionarie e del problema dell'induzione magnetica, mi limiterò 
a rammentare che EgU riconduce l'integrazione dell'equazione differenziale 
lineare del 2." ordine di tipo ellittico alta risoluzione di una equazione in- 
tegrale della forma : 

b 

,(»)+Jote, !,)j.(j,).^ + p(»).1.WJ<i» = + (»'), (G) 

dove G(flj, y) è la nota funzione di Green e dove a{y), fì(y) sono funzioni 
note, finite e continue insieme alle derivate del 1." ordine. Questa equazione 
trasforma poi in un'equazione integrale della forma {2)f mediante una inte- 
. grazione per parti. Studia infine in modo particolare l'equazione delle vibra- 
zioni delle membrane, introducendo la funzione di Green, a simiglianza di 
quanto fanno I'Hilbert e Max Masok. Ritrova così i noti risultati su questa 
equazione, dovuti principalmente al Poincaré. 

La critica mossa alcuni anni or sono dal prof Dini (•••) al classico me- 
todo delle approssimazioni successive del Picard per le equazioni alle deri- 
vate parziali del 2." ordine, prova che, se da un canto l'uso della funzione 
di Green {o delle sue generalizzazioni) rende molto intuitivi i risultati che 
da essa si possono fare dipendere, d'altro canto la discussione completa di 
questi risultati richiede uno studio approfondito, di sua natura poco sem- 
plice, delle proprietà di essa funzione, e qualche volta richiede ancora delle 
limitazioni tali sulla natura del campo che si considera o sulla natura delle 



(") Rendiconti della R. Acc. dei Lincei; voi. XVI, serie 5.»; 1907. 
(**) Il prof. Marcolonqo estende tali risultati di Fhedholm ai campi inllniti. 
(*"") Ada mathetitaliea, tomo 25, 
Annali ifi Matematica, Serie III, Tomo XV. 
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funzioni date, da scemare di molto la generalità dei risultati. Ora nel caso 
delle equazioni delle vibrazioni delle membrane, come in casi analo^i della 
fisica-matematica, si può fare a meno di introdurre la funzione di Gueek (o 
le sue generalizzazioni). Basterà ricordare infatti che si posseggono integrali 
delle dette equazioni differenziali, perfettamente analc^hi ai doppii strati: 
esse si possono ottenere dai potenziali ritardati e contengono un parametro 
variabile. Alle equazioni integrali, suggerite dalla considerazione di taJi doppii 
strati generalizzati e contenenti un parametro variabile, si possono applicare 
appunto i ragionamenti che il Fredholm fa sulle equazioni integrali dell'e- 
lasticità. In questo modo, come ho mostrato per il caso del raffreddamento 
dei corpi in una Memoria, che sarà pubblicata negh Annali di Matematica (*), 
si ritrovano con semplicità, ed evitando quistioni di rigore, quei risultati che, 
iniziati dal Poincaré nella Sua celebre Memoria: Sur les équatione de la 
physiquerinathématique (**), furono poi nia^iormente sviluppati in una serie' 
di lavori dello Steklofp, del Liapaunoff, dello Zabemba, del Kohn, ecc. 

Fatta pure astrazione della incomparabile semplicità che si ra^ìunge 
con l'applicazione dei ragionamenti di Fhedholm, non è certo trascurabile 
la generalità nei risultati. Infatti i ragionamenti dei detti autori si fondano 
essenzialmente su un noto lemma del Poincaré^ dimostrato da questi solo 
per i campi convessi ed esteso ultimamente dal Korn e dal dott. E. Levi a 
campi non convessi, ma di limitata generalità; mentre i ragionamenti di 
Fhbdholm si applicano a campi non convessi, generali quanto quelli pei' i 
quali si dimostra il principio di Direchlet. 

Ma è assai probabile che ancora un nuovo importante ufficio debba com- 
pire il nuovo artitizio di Fredholm: intendo qui parlare della quistione delle 
soluzioni eccezionali nei campi infiniti, intomo alla quale sì hanno tutt'ora 
idee incomplete. 

Chiudo il mio dire sull'equazione (D), rammentando una bellissima Me- 
moria del prof. PiNCHERLE (•••), scritta principalmente con l'intento di de- 
durre da un'unica fonte i risultati del Volterra e del Fredholm sulle equa- 
zioni integrali (3)v, {^)f' 

In questa Memoria il prof. Pincherle, facendo tesoro di un Suo fecondo 



(■) Vedi il Voi. XIV, pag. 143 e ««uenti. 
(**) BendieoHii del Circolo matematico di Pitlermo, l. Vili, 1894. 
(***) SuUe equazioni funeionati lineari (Mein. della R. Auc delle Se. dell'Ut, di Bologna, 
6.«, Voi. III). 
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concetto, introduce una serie di potenze dì un certo parametro ifc, i cui coef- 
fictenti sono potenze di una data operazione : questa serie nel caso delFe- 
quazione (2)v corrisponde al valore 1= — 1 ed è convergente uniformemente 
ed assolutamente, mentre nel caso dell'equazione (2)p è funzione mero- 
morfa di k. 

Introduce inoltre il concetto di elemento invariante, che corrisponde alle 
soluzioni dell'equazione integrale omogenea (E); ed inizia la decomposizione di 
una funzione arbitraria f nella somma dei corrispondenti elementi invarianti. 

I procedimenti e i risultati del prof. Pincheble fanno intravedere la 
possibilità di estendere al caso delle funzioni caratteristiche non simmetriche 
i risultati dì Hilbert sugli sviluppi in serie, da un punto dì vista diverso 
da quello di Schmidt, del quale abbiamo tenuto parola, e più prossimo ai 
criterii del Poincaré sui noli sviluppi in serie di soluzioni eccezionali. 

Prima di passare a trattare dell'equazione (l)jr, credo opportuno dire 
qualche cosa del problema dell'integrazione delle equazioni dell'equilibrio 
dei corpi elastici isotropi per date tensioni in superficie. Le equazioni inte- 
grali che si è condotti a scrivere, per analogia col problema derivato di Di- 
RiCHLET, non hanno alcun significato; difalti in generale le note formole del 
SoHiOLiANA non hanno alcun significato, quando il punto variabile si sup- 
pone suUa superfìcie. Per semplificare le mie considerazioni, dirò, limitan- 
domi ad un campo piano a chiuso da una linea a, che i doppi strati elastici 
sono della seguente forma: 



»(x„)=J(a^^ + 6^^).(.).. 



con a, b coefficienti costanti. Se si suppone che il punto {x, y) sia discosto 
da 8 si può, mediante un'integrazione per partì, trasformare la precedente 
formola nell'altra : 

« («. y) =/('* ^dl^ "(*) + '''«»'■ ^) ***■ 
L'equazione integrate alla quale cosi si perviene è della forma : 

b 

,(x)+j^H(x, j,)9(j,)+Jf(a,, i,)gjd» = +W (H) 

con ^ (sr) funzione nota e <f (x) funzione da determinare. 
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Questa equazione è della medesiiua natura della equazione (G) del Pi- 
card; però mentre nel caso del Picard con una integrazione per parti, si è 
ricondotti, come è stato detto, ad un'equazione del tipo (2)^; nel caso del 
problema delle tensioni invece tale integrazione per parte non può più ese- 
guirsi. 

L'importanza del problema di fisica -matematica che, come abbiamo vi- 
sto, si riconnette alla risoluzione dell'equazione integrale (H) è tale, da ri- 
chiedere lo studio di questa equazione. 

Passando ora alla considerazione dell'equazione integrale di 1.' specie 
de! tipo Fkedholm, cioè alla {ì)f, debbo dire anzitutto che su di essa non 
si hanno risultati completi come queUi relativi alle equazioni integrali degli 
altri tre tipi. Difalti, a tacere dì casi assai particolari, oltre agli studii già 
menzionati del Volterra e del Levi-Civita, si hanno sull'equazione (1)^ i 
risultati, diciamo così, incidentali di Hilbert, già menzionati, per il caso in 
cui la funzione caratteristica sia la funzione di Green; ed alcuni casi par- 
ticolari, di molta importanza, dei Kellogg {*) e del Batemann {**), nei quali 
la risoluzione dell'equazione (!);< è fatta dipendere dall'equazione (3)f- 

L'importanza delta equazione (1)^ nel campo delle applicazioni non è 
inferiore a quella relativa alle altre equazioni già considerate. Abbiamo visto 
che il teorema di Hilbert-Schmidt fa dipendere la quistione della sviluppa- 
bilità in serie, dalla risoluzione di un'equazione del tipo (!)/•: il noto pro- 
blema della teoria della funzione potenziale, di costruire uno strato semplice 
di cui sono noti i valori in superficie, dipende anche esso dalla risoluzione 
di un'equazione del tipo H)f- 

Il Kellogg riconduce l'equazione integrale : 

f(8) =. L (t) j a cot ir (8 - i) + 5 (s, U * <I) 

<> ' ' 

con S {s, t) funzione finita anche per a^t, alla risoluzione del tipo (2)^; ed 
applica i Suoi risultati alla risoluzione del problema della teoria del poten- 
ziale, ora enunciato, nel caso di campi a due dimensioni, dei quali si co- 
nosca una rappresentazione conforme nel cerchio. 



(*) UnsMiykeiien in dent littearen Intei/ralghichungen (Matti. Ann., Bd. < 
<") L. e. 
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Tralascio di enumerare qui i varii ed interessanti risultali del Bateman, 
che rappresentano un notevole contributo alla teoria dell'equazione (1)^, e 
mi limito a far vedere che il problema generale sopra enunciato della teorìa 
del potenziale, cioè la risoluzione della equazione integrale del tipo (1)^ a 
cui esso dà luogo, può risolversi mediante due equazioni coniugate del 
tipo {i)f, di già risolute. Infatti, data una funzione arbitraria ^ dei punti 
della superficie a, si costruisca, mediante un'equazione della specie (2)r, il 
doppio strato, il quale, considerato nel campo fmito limitato da a, prenda 
in superficie i valori ti*, e si trasformi, pure mediante un'equazione della 
specie (2)j> (la coniugata della precedente) il doppio strato, così ottenuto, in 
strato semplice (*). Questo strato semplice risolve i! proposto problema di 
fisica-matematica, ossia la densità, cosi determinata, dì questo strato sem- 
plice risolve la corrispondente equazione integrale (1)^. 



(•) Cfr. mia cit. Memoria, Gap. Ili, § 15. 
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I polinomi d'aj^rossimazione dì Tchebychev. 

{Di Leonida Tonelli, a Bologna.) 



iTrima ancora che Wbierstrass desse il noto teorema sulla rappresen- 
tazione delle funzioni continue di variabile reale, Tchebychev {Sur les que- 
ations de minima qni se rattachent à la rappresentation approximative dea 
fonctiona. Mémoires de l'Academie imperiale des Sciences de S. Petersbourg, 
t. IX, \.'SS0) studiò la rappresentazione approssimata di tali funzioni mediante 
polinomi di grado dato. Il metodo di Tchebychev fu per lungo tempo di- 
menticato, e . solo nel 1908 fu ripreso e reso perfettamente rigoroso da 
P. KiRCHBBROEB {ìnaHgnraUDiasertation : U^er Tchdtychefsche Anndherungs- 
methoden. GStUngen 190? (*)) il quale mise, per primo, in luce le importanti 
proprietà di cui godono i polinomi d'approssimazione (che sono quelli che 
il metodo di Tchebychev indica per la rappresentazione delle funzioni con- 
tinue). Più recentemente, nel 1905, ri metodo di Tchebychev è stato esposto, 
seguendo le traccie del lavoro del Kihchbergeh, nelle Lenona sur les fonc- 
tions de variaòles rMles et les développements en séries de polynomes di 
E. BoRBL. Ultimamente, poi, M. Fréchbt {Comptes rendutt de l'Academie des 
Sciences, 1907) ha enunciato, relativamente alla rappresentazione delle fun- 
zioni di una variabile reale, continue ed a periodo 2 -, mediante polinomi 
trigonometrici, risultati analoghi a quelli ottenuti nei lavori sopraddetti (**). 

In questo lavoro, esposto brevemente il metodo di Tchebychev per le 
funzioni di una variabile reale, passo a farne l'estensione al caso di due 



{*) Un efltr&tto di qu«Bta Tesi trovasi nei Matìtemcttisehe Annaìen del 1903, 57 Band. 
{**) Le dimoetrazioiti dei risultati otteuutì dal Fréchet sono state pubblicate nei fascicoli 
di Oeonwo e Febbraio 1906 degli Anmalea de VÉeoìe Nont. Si^., cioè quando il presente la- 
voro era già depositato alla redazione degli AntutU di Matematica. Durante la correzione 
delle bozze del presente lavoro sono venuto a conoscenza di un altro lavoro relativo alla 
rappresentazione approssimata delle funzioni di una variabile reale : Geaerat theory of ap- 
proximation by functions, ecc., di J. W. YouNO (Tratisactìoii of the American Hath. Soc., 
Luglio 1907). 
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variabili (*). Qui, tra l'altro, stabilisco, per primo, che, a differenza di quanto 
avviene nel caso di una sola variabile, in quello dì due non sussiste, in 
generale, l'unicità dei polinomi d'approssimazione. Degna di nota è anche 
la proposizione che dò al n. 18, g II, P. V., proposizione che è una genera- 
lizzazione di quella che, nel caso di una sola variabile, stabilisce la conti- 
nuità delia corrispondenza tra la funzione continua ed il suo polinomio di 
approssimazione di grado dato. La dimostrazione di tale continuità, cosi come 
trovasi nei lavori del Rirchbgkqer e del Borel e quella mia della genera- 
lizzazione detta sono essenzialmente diverse, poiché la prima non si presta 
ad essere trasportata nel campo delle funzioni di due variabili. 

Nella seconda parte del lavoro tratto, sempre secondo it metodo di 
Tchebychev, della rappresentazione delle funzioni continue (tanto di una 
come di due variabili), a periodo Sn, mediante polinomi trigonometrici. 

Vengo, infine, nella terza parte, ad applicare {e credo per il primo) il 
metodo di Tchebychev alla rappresentazione delle funzioni di variabile com- 
plessa. Qui osserverò che le dimostrazioni fino ad ora note per te funzioni 
di variabile reale delle principali proprietà dei polinomi d'approssimazione 
— vale a dire, dell'unicità dì tali polinomi e della continuità della corrispon- 
denza tra la funzione continua f{x) ed il suo polinomio d'approssimazione 
di grado n, n. (x) — fondandosi essenzialìiiente sulla considerazione del 
segno della differenza f{x) — n. (x) nei punti in cui \f(x) — n„ (x) j raggiunge 
il suo massimo valore, non sono suscettibili di estensione al caso delle fun- 
zioni di variabile complessa. Si presta, invece, a tale estensione la dimostra- 
zione dell'unicità (nel caso di una sola variabile reale) da me data in questo 
lavoro fondandomi solo sopra una proposizione di Tchebychev. La dimo- 
strazione della continuità sopraddetta l'ho poi ottenuta dall'immediata esten- 
sione della dimostrazione, già ricordata, del n. 18, § II, P. P. 

Stabilite le più importanti proprietà dei polinomi d'approssimazione, ho 
introdotto la condizione dell'analicità per la funzione considerata, e ne ho 
ottenuto per quest'ultima uno sviluppo in serie di polinomi. 

Si sa (con Hilbert, Painlevé, Mittag-Leffler) che una funzione ana- 
litica, in un campo in cui (contorno compreso) è regolare, è rappresentabile, 
a meno di e, mediante un polinomio; e, conseguentemente, che è sviluppa- 
bile in serie di polinomi uniformemente convergente in tutto il campo con- 



(•) Questo caso fu studiato anche dal KiRCHBGRoeB, nel lavoro citato, ma sotto u 
di vista diverso dal mio. 
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siderato. Ciò che qui si a^iunge .1 tale risultato è che, fra tutti i polinomi 
di dato grado, ve n'è nempre uno ed uno solo che dà della funzione conside- 
rata la massima approssimazione ; e, di conseguènza, che, fra tutte le serie di 
polinomi di grado successivamente crescente uniformemente convergenti verso la 
funzione detta ve n'è sempre una ed una sola che dà !fl massima convergenza. 

Il presente lavoro è, in sostanza, la tesi da me presentata, nel giugno 1907, 
all'Università di Bologna per la laurea in Matematiche Pure. Tale lavoro è 
stato fatto sotto l'ispirazione del prof. Ahzelà: a Lui, pertanto, la mia vivis- 
sima riconoscenza. 

Ringraziamenti debbo pure al prof. Hilbert, che gentilmente mi favori 
il lavoro del Kirchbergbh di cui ho parlato più sopra, ed al prof. Fréchbt 
per le utilissime indicazioni datemi. 



PARTE PRIMA 



I. 



1, Sia la funzione f{x), reale della variabile reale, data in un inter- 
vallo {a, 6), ed ivi finita, continua e ad un valore. 
Sia poi P. (x) un poHnomio di grado n : 

P, (^) =1». a;" +p, X-' -i hjJ, , 

e si consideri la differenza 

fix)^P.ix)-=Yix), 

la quale sarà finita e continua in tutto (a, 6). Risulterà, perciò. Unita e con- 
tinua in tutto {a, b) anche la funzione | Y(;*)|, Ne segue che | Y{x)\ rag- 
giungerà almeno una volta in (a, b) il suo massimo valore m. Questo mas- 
simo m varierà al variare del polinomio P, (x) {nel quale però rimane fisso 
il grado n), cioè a! variare dei coefficienti p^, p,,..., p.; esso perciò potrà 
considerarsi come una funzione di tali coefficienti : m(p„, p,,..., p.). 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XV. 7 
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Per la sua natura di massimo della funzione ] Y{x)'.,, m sarà sempre 
positivo'o nullo. Ne segue che m, come funzione dei parametri p, avrà cer- 
tamente un limite inferiore [*^0. Se esiste per i parametri p un sistema 
di valori -,, -,,..., ji., tale che sia, in tutto (a, 6), 

■ |r(x)-n.(a;)|=£|., 

dove è II, (a;) ^ic^ae' + -, x"~' -\ -f- ^. , diremo che n, (a;) è u» polinomio 

d'approssimazione di grado n della f{x) (*). 

2. Si può ora dimostrare che esiate sempre almeno un polinomio d'ap- 
prossimazione di grado n. Non daremo qui, per brevità, la dimostrazione di 
questa proposizione; essa verrà data, al paragrafo li, addirittura per il caso 
di due variabili. 

3. Consideriamo la differenza 

Y{x)^f{x)~n.ix), 

dove n.(ir) è un polinomio d'approssimazione di grado » della f{x), e, os- 
servato che I Y(x)\ raggiunge in (a, b) almeno una volta il suo massimo (j., 
dimostriamo, con Tchbbychev, che il numero dei punti di (a, 6) i» cui \ Y{x) j 
raggiunge il suo massimo (^ è certamente maggiore di n+ !• 

Siano X,, ir,,..., x* i punti di (a, 6) in cui I Y(x) | raggiunge il suo mas- 
simo valore (t, e supponiamo che sia v^n+1. Faremo vedere che in tale 
ipotesi si può costruire un polinomio di grado n: n. (a;), tale che sia, in 
tutto {a, 6), 

\fix)-U,{x)\^^' 

con fi'<!f^: cosa assurda perchè n, (a;) è un polinomio d'approssimazione di 
grado n. 

Consideriamo il sistema di v equazioni lineari non omogenee nelle p (qui è e, 
uguale ad l,o a — t, a seconda che è /'(a;^)— ii.(ie,) = ft, o f{x,) — n,{xj} = — (t) 



Ì>o x^ + p. x;-' H hi). = 



PoK + PiK"'-^ hp. = «.(*■■ 



(1) 



(*) Naturalmente iiod è escluso che i primi coefficienti di na(x) siano nulli, vale adire, 
che fl„(x) aia effettivamente di grado minore di n. 
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Se, come si è supposto, è v^»+l, il sistema (1) è possibile, perchè 
almeno uno dei determinanti di ordine v che si possono estrarre dalla ma- 
trice dei coefBcienti è diverso da zero: infatti il determinante 



xl~\ icp*,..., 1 



è certamente diverso da zero essendo un determinante di Vakdermond. 

Essendo il sistema (1) possibile, sì potrà determinare un sistema di va- 
lori Po, Pi»--.» P, tali Che soddisfi ad esso. Tali valori pò, p,,..., p., non pos- 
sono essere tutti nulli perchè i termini noti di (1) sono diversi da zero. 
Scelto dunque un sistema di valori p che soddisfi al sistema (1), conside- 
riamo il polinomio di grado n 

P. (x) =p. se" +p, X'-' H \-p, 

e formiamo l'espressione 

Y, (x) = f{x) — n. {x) — aP.{x)=Y (») — w F. (x) , 

dove » è un numero positivo. 

Essendo Y{x) e P. («) continue in tutto (a, b), preso un numero posi- 
tivo e <; (*, potremo determinare un numero positivo S tale che in tutto 
(a, b), soddisfatta che sia la disuguaglianza \af —x"]^^, sia 

1 Y(a/) - Y{x') |< e , IP. (x'j - P. (X') I < t. 

In ogni intervallo di lunghezza 5 ed avente come punto di mezzo uno 
dei punti «, in cui è Y (a;,) =/(a;,)— n,(a;,) = fj:, si ha allora 

<.(^i-s)«.P. {«;)<(.(,- + e), 
perchè, per il sistema (1), è P^{x^) = u.. Ne segue ^ 

[t_e _«(,, + £)< y(a;)_«P. («,)<,;. _«{;.._ e), 

e, se l'ttì è stato scelto minore di ^— - — . 

[* + « 

< y (sr) - (. P. (x)< ti - » ((* - 6) , 
e ciò vale in ogni intervallo 8 detto. 
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Analogamente si trova che, in ogni intervallo S avente come punto di 
mezzo uno dei punti x^- in cui è Y{x^-) = f{x^) — n,{x^-) = — n, si ha 

— (x + « (f* - e)< y (»)-(. P. (ir)< 0. 

Dunque, in ogni intervallo d'ampiezza X ed avente come punto di mezzo 
uno dei punti x^ ove è | Y (xj) j = [*, si ha 

\Y,{x)\<it-.^{t>.-z), (2) 

Dall'intervallo (a, b) togliamo gli intervalli S detti, nei quali è verilìcata 
la (S), e indichiamo con A l'insieme degli intervalli che rimangono su (a, 6). 
In ^ la j Y{x) I avrà un massimo f*"<C(*, onde in tutto A si avrà 

In tutto («, 6), poi, il polinomio P. (x) avrà un massimo valore asso- 
luto M, onde, se prendiamo w in modo che sia 

avremo in tutto {a, b) 

\o,p.{x);<t-/'- (t) 

Per la (3) e la (4) è perciò, in A, 

I Y,{x)\=\ Y(x)^i^P.(x)\^\Y{x)\ + \mP,{x)\ 

,r.(x)|<;.- + %f''=.f'^'. (5) 



Dalle (2) e (5) risulta che in tutto (a, b) j Y, {x) è minore del maggiore 
dei due numeri f*. — u{fA — e), - ©^ • cioè è minore di un numero |*'<t^. 
Avendosi in tutto (a, b) 

. Y, (X) ■ = I fix)- (li. (x) + t-P. (X)) l<f.'<f., 
il polinomio di grado n 

n. (x) + u P. {x) = (5r„ + w p,) X- + (;r. + top,) x-' ^ h (". -|- « p.) 

dà della /■(«) un'approssimazione maggiore del polinomio n,(x), il che con- 
traddice all'ipotesi che n, (x) sia d'approssimazione. 
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Resta così dimostrato che il numero dei punti di (a, 6) in cui | f{x) — U„ (x) \ 
raggiunge il suo massimo valore t» è certamente maggiore di »+l. 

4. Veduto questo, dimostriamo che 
esiste per la funzione f{x) un solo polinomio d'approssimazione di grado n. 

Supponiamo, infatti, che di tali polinomi ne esistano due: n. (x) e n, {x), 

e consideriamo il polinomio, pure di grado n, "^ ^ ^ — '^^- Avremo 

1,,. n. {x) -\-n,{x) \^ \ fix) - 11. {x)\M f{x) - n, {x) \ 
\IKX) 2 I — 2 

ed anche, in tutto (a, 6), poiché è 

\f{x)-U,{x)\r^}f., \f{x) -Y\,{x)\^}>., 

I,, , n. (a;) — n. (a;) I ^""Xi, a_ 

\f{x) ■ ' ' g • ^ ' I :£ ft. > -V- 

Dunque anche "^ ^ ^ — ^^-^ è polinomio d'approssimazione di grado «. 
Ne segue, per il teorema di Tchebyghev, che 

ra^iunge il suo massimo valore fi in almeno n-|-2 punti di (a, b). 
Ma se in un punto x è 



deve anche essere 

f{x) - II. {X) = ft, f{x) -n,(x) = Y-\ 
ed, analogamente, se in S è 

f(5)_ "-g) + "-g) .„, 
deve anche essere 
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Ne segue che nei punti x e ce è 

n. (x) = n. {») ; 

ma questi punti sono in numero maggiore di ft+l, dunque è, trattandosi 
di polinomi di grado », 

n. (x) = u. (x). 

L'unicità dei polinomi d'approssimazione di grado dato è così comple- 
tamente dimostrata. 

5. Essendo P,{x) un polinomio qualunque di grado n, consideriamo 
la funzione 

Y{x) = f{x)-P,{x). 

I Y(x)\ raggiunge, come sappiamo, in (a, 6) almeno una volta il suo massimo 
valore m. Chiamiamo allora A' l'insieme dei punti di (a, b) nei quali è 
Y {x) = m, e A" quello dei punti, pure di {a, 6), ove è y (x) = — i». Sia poi 
5' un numero positivo tale che, in ogni intervallo di ampiezza minore od 
uguale a S', l'oscillazione della Y{x) sia inferiore ad un numero positivo 

8<;-s-- Dividiamo l'intervallo {a, b) in un numero finito r di parti eguali 

in modo che l'ampiezza comune S di queste parti sia minore di ìf. Allora 
in ognuno degli r intervalli, che chiameremo 

S„ « S„ (!) 

la y (x) farà un'oscillazione certamente minore di « <; 5- - Da ciò segue che 

se all'intervallo S, appartiene (*) un punto a' di A' (o un punto a" di A') ed 
all'intervallo 8, un punto a* di A' (0 un a' di A'}, tra gU intervalli 8, e 8, 
devono essercene almeno altri tre: infatti, altrimenti, nell'intervallo («', a") 
non potrebbe aversi per la Y{x) un'oscillazione uguale a 2»». 

Ciò posto, sia è,^ il primo intervallo di (1) a cui appartiene un punto 
dell'insieme A' + A'; sia poi 8, il primo intervallo, che segue S., e che con- 
tiene un punto di quello tra gh insiemi A' e A' che non ha punti in \ . In- 



(") Diremo che un punto appartiene ad un intervallo tanto se il punto è interno quanto 
ee coincide con un estremo dell'intervallo. 
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dichiamo con 5, il punto di mezzo dell'intervallo J,,_, ; allora, per l'osserva- 
zione precedente, avremo che ;, disterà dai punti dell'insieme A'-\-A' di 
almeno -^S. Detto poi B,^ il primo intervallo che segue S,^ e che contiene 
un punto di quello tra gli insiemi A', A" che non ha punti in S,^, si indichi 
con ;, il punto di mezzo di \-%: anche 5t disterà dai punti di A' + A" dì 

almeno -^ X. 

z 

E così si prosegua. Siccome gli intervalli (1) sono in numero finito, cosi 
gl'intervalli 8,^, S.^, 8,^,.., e per conseguenza anche i punti £,, 5i,--- saranno 
in numero finito. Sia p' — t il numero degli S : allora questi punti dividono 
(a, 6) in p intervalli 

L,, L,,..., L,. 

In ogni L sono contenuti, dell'insieme A' + A', solo punti di A' ò solo 
punti di A'; inoltre, se Z, contiene punti di A' (o di A"), L,^, e L^, conten- 
gono punti di A' (o di A'). Si ha poi, conie già abbiamo osservato, che i 

3 
punti i distano da quelli dell'insieme A' + A' di almeno -5-8. Il numero p 

sarà poi al minimo uguale ad 1. 

6. La considerazione degli intervalli L relativi ad un polinomio P, (») 
serve per dare un'altra dimostrazione dell'unicità dei polinomi d'approssi- 
mazione di grado n. Per tale dimostrazione rimanderemo il lettore alle Legons 
sur Us fonctions de variahlev réellea et ìes developpements en séries de poly- 
nomea di E. Bohel. Qui diremo solo che da questa dimostrazione risulta 
anche la proposizione seguente : 

condizione necessaria e sufficiente affinchè un polinomio sia d'approssi- 
mazione di grado n, è che il numero degli intervalli L relativi ad esso sia su- 
periore ad « + 1 . 

Da ciò segue che se il numero p degli intervalli L è superiore anche 
ad « -{- 2, il polinomio considerato non solo è d'approssimazione di grado n, 
ma anche d'approssimazione dei gradi n+I, m + 2,..., p — % 

7. In ciò che precede abbiamo veduto che ad ogni funzione ad un 
valore, finita e continua in (a, b) corrisponde sempre uno ed un solo poli- 
nomio d'approssimazione di grado n. Si può ora far vedere che questa cor- 
rispondenza è continua; vale a dire si può dimostrare che 

se n. (x), n„ {x) sono i polinomi d'approssimazione di grado n di due 



dby Google 



Tonelli: I polinomi d'approaaimasione di Tchebychev. 



fumtioni ad un valore, finite e continue f{x) e g{x), date in un ÌTitervallo 
{a, b), preso un numero vi, positivo e piccolo a piacere, ni può poi sempre 
trovare un altro numero positivo t tale che, per ogni funzione g (x) soddisfa- 
cente, in tutto (a, b), alla condizione 

|/'(a:)-o(x)j<E, 
sia, in tutto l'intervallo detto, 

\n,ix)—n,{x)\<v. 

Non daremo qui, per brevità, ta dimostrazione di questa proposizione. 

Daremo in seguito, nel paragrafo secondo, la dimostrazione di una pro- 
posizione più generale della presente. 

8. Veniamo, ora, a dire qualche cosa sul modo di calcolare il poli- 
nomio d'approssimazione di dato grado di una funzione continua in un de- 
terminato intervallo. 

Consideriamo, dapprima, il caso delle funzioni razionali intere. Si abbia, 
adunque, da calcolare il polinomio d'approssimazione di grado n, nell'intei- 
vallo (a, b), del polinomio P{x). Sia n. (x) il polinomio da trovarsi. Detto, 
come al solito, ft il massimo di \P{x) — n,(a!)| in (o, 6), esisteranno, per 
il n. 6, in tale intervallo n + 2 punti distinti 

Xi, X,,..., X.+,, (1) 

(tra i quali possono essere anche a e b) soddisfacenti alle relazioni 

P(x,)-n.(x,)-(-l)>' {i = l, 2,...,n + 2), (2) 

dove fji' è un numero tale che sia |(i,'i=(ii. Ora, poiché nei punti (1) 
] P (x) — n. (x) I raggiunge il suo valore massimo ^, tali punti saranno tutti, 
ad eccezione al più di quei due che eventualmente coincidessero con a e 6, 
radici dell'equazione 

P'(x) — n'.{x) = 0; 
avremo, perciò, 

{x,-a){x.-b){P'(x,)~n'Ax,)) = (\ (t = 1, 2,..., n + 2). (3) 

Le equazioni (2) e (3) sono in numero di 2 (n -f- 2). Riguardando in 
esse come incognite le coordinate (1), il numero fi.' o j;li n ~ 1 coefficienti di 

n.{x) = -oX"-l--, x""'H i-K., 
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si ha un sistema di 2 (» + 9) equazioni a 2 (» + 2) incognite. I numeri 2 e 6 
dicendoci che esiste sempre una soluzione di tal sistema, ci dicono che esso 
è possibile. Potremo, perciò, risolverlo: tra le sue soluzioni vi è quella del 
nostro problema. Per riconoscere se una soluzione: 



del sistema considerato è quella che noi cerchiamo, basterà verificare se in 
lutto (a, 6) è 

\P{x)-n^{x)\^\i>:\, 

essendo n,{x) = it,x" -\ t-i^-- Infatti, se ciò è, la proposizione del n. 6 

ci dice che, essendo per le (2) verificate le relazioni 

i>(a),) — n. («,)=*(-!)>' (i=l, 2,..., n + 2), 

il polinomio ìì. (te) è certamente quello d'approssimazione di grado n della 
funzione Pix). 

Si può osservare che il metodo precedente si applica perfettamente anche 
al caso delle funzioni razionali fratte. Si può dire perciò che, nel ca«o dell* 
fumioni rasionali, il problema della deUrminaeione del polittomio d'approsai- 
Magione di grado dato è algebrico. 

Veniamo ora al caso di una funzione continua qualunque. 

Possiamo dire che il metodo precedente ci permette di calcolare, con queU 
l'approaaintazione che si vuole, il polinomio d'approssimazione di dato grado 
di HiM qualunque funzione continua. 

Sia f{x) la funzione continua. Preso un numero positivo vi, piccolo a 
piacere, possiamo, per quanto si è detto al n. 7, trovare un numero posi- 
tivo e tale che, per ogni funzione continua g (x) soddisfacente alla condizione 

\f{x)-g{x)\<:t 
in tutto l'intervallo che si considera, sia, ìn tutto lo stesso intervallo, 

|n.{ic)~n.{ic)|<Ti, 

dove n. (x) e n. (x) indicano, rispettivamente, i polinomi d'approssimazione, 
del grado dato n, di f{x) e g{x). Ricordiamo qui il seguente noto teorema 
di Wbiehsthass : Data, in tutto l'intervallo (a, 6), una funzione continua f{x), 
e preso un numero positivo e piccolo a piacere, si può tempre trovare un po- 
AnntM di UatémaUea, Serie III, Tomo XV. 8 
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iinomU) P{x) tale che, in tutto (a, 6), «a 

\f(x)-P{x)\<L. 

Se, in forza di questo teorema, prendiamo per funzione glx) il poli- 
nomio P(x) detto, avremo che sarà veriHcata la relazione 

I n, (x) — n. (a!) |< Yi , 

dove rì„{ic) è il polinomio d'approssimazione, del grado dato n, di P(x); 
polinomio che, mediante il metodo sopra dato per le funzioni razionati, può 
essere algebricamente calcolato. 

9. Sia, come al solito, n, {x) il polinomio d'approssimazione di grado n 
della funzione continua f{x) data in {a, b), e indichiamo con u. il massimo 
fi' l/^(^) — n. (ic) I in tutto l'intervallo detto. Questo f<.„ viene ad essere una 
funzione di » univoca e sempre positiva o nulla (sempre positiva se f{x) 
non coincide in (a, 6) con un poUi;iomio). Inoltre, la funzione /x. è sempre 
non crescente, giacché se fosse ,«,+, >-f*.,, 11.+, (x) non potrebbe essere il po- 
linomio d'approssimazione di grado «+1 di f{x). Ne segue che (*, tende, 
al crescere di n, ad un limite 1 positivo o nullo. Il teorema di Weierstrass, 
ricordato al numero precedente, ci dice poi che è >=0. Infatti, se fosse 
>>.0, potendosi, in forza di tal teorema, trovare un polinomio P{x) tale 
che in tutto (a, b) sia 

\f{x)~P{x)\<\, 

detto r il grado di P{x), si avrebbe f.-K.X, onde \ non potrebbe essere il 
limite di «i.. 

Anche il grado m. di n, (x) (grado che è ^ n) è una funzione univoca 
di n. Tale funzione è anche sempre non decrescente. Se f(x) non coincide 
in {a, b) con nessun poHnomio, il hmite zero, a cui tende [*. al crescere in- 
definito di n, non è minimo per fA,, sicché, al tendere all'intinito di n, |x„ 
assumerà certamente infiniti valori distinti; ed infiniti valori distinti dovrà, 
dì conseguenza, assumere anche m,, giacché se è fr=|--=:', è anche *»,=|=«»,. 
Ne segue, poiché è m, -\= m. {r <Z s) è certamente m, — m^^i, che «t., al 
tendere di » all'infinito, tende esso pure all'infinito. 

Si può anche osservare che U fatto del tendere m„ all'infinito con n è 
indipendente dal teorema di Weieustrass sopra ricordato. Infatti, quand'anche 
fosse X>-0, 1 non potrebbe, sempre nell'ipotesi che f{x) non coincida in 
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{a, b) con alcun polinomio, essere minimo per {*.. Questo si vede osservando 
che, se esistesse un n tale da rendere fi- = > , si potrebbero costruire rela- 
tivamente al polinomio u~(x) gii intervalli L, di cui si è parlato al n. 5, i 
quali sono sempre in numero finito. Detto jo (p > m + 1) il numero di questi 
intervalli, n- (a;) non potrebbe, per la proposizione del n. 6, essere polinomio 
d'approssimazione di grado p; si avrebbe perciò (a,<Ck;> contro l'ipotesi 
che (i- sia il minimo di fi„. Non potendo così X essere minimo per fi,, ripe- 
tendo il ragionamento fatto sopra, si giunge alla conclusione che »»„ tende 
con n all'inftnito- 

10. Consideriamo ora la serie dì polinomi 

«. {X) + (TT. (ir) - 71. (iC)) H \- (tT, H - 77,_, {X)) + . ■ . (1 ) 

Questa serie, che, per quanto si è detto al numero precedente, convelle 
uniformemente in tutto (a, 6) verso f{x), può essere chiamata: serie di 
Tck^ychev o sviluppo di Tchebychev di f{x). La (1) gode di questa proprietà 
caratteristica : fra tutte le serie di polinomi di grado sttcceseivamente crescente, 
uniformemente convergenti in tutto (a, b) verso la f{x), essa dà la piit rapida 
convergetua (*). 

11. Osservazione. — A noi sembra che dalle cose dette sopra i poli- 
nomi d'approssimazione dovrebbe potersi dedurre una nuova dimostrazione 
del teorema di Weierstbass, che noi abbiamo già ricordato. Possiamo os- 
servare, a tale scopo, che basterebbe poter mostrare che la 

xasT), 7r.{aj),..., ir.(a;),... (1) 

è una successione di funzioni egualmente continue. Infatti, posto ciò, si de- 
duce subito (**) che la (t) ammette una funzione limite continua Fix), la 
quale, se X è il limite a cui tende f^, al tendere all'infinito di n, deve sod- 
disfare, in tutto l'intervallo (a, 6) che si considera, alla disuguaglianza 

\f{x)-F{x)\^\. 

Ed allora si vede subito che deve essere X ^ 0, cioè, in tutto l'intervallo 
detto, f(x) = F{x). Infatti, se fosse X>-0, poiché f{x) — F{x) è una fun- 

(*) 11 primo a considerare la serie (I) fu il Borel (vedi loe. cit.). 
(•") Vedi C. Arzelì, Suite funzioni di liuea (Memoria della R. Accademia delle Scienze 
dell'Istituto di Bologna, 18%), n. 3. 
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zioQe continua, sì potrebbe trovare un numero positivo S tale che, in ogni 
intervallo di ampiezza S, compreso in (o, 6), la f{x) — F{x) facesse un'oscil- 
lazione minore di X. Ma, essendo F{x) funzione limite di (1), preso un nu- 
mero positivo s < ^ . si può sempre trovare un numero positivo e intero 
n>- — s— tale che, in tutto (a, &), sia 

\F{x)~Tl^(x)\<t. (2) 

E poiché (n. 6) vi sono in {a, h) certamente più di n punti 

Xi , X, , . , , aj- , «fc. 1 , • • ■ 
tati che sia 

/'(aj,)-n-{!r,)=(-l)>s (»=1, 2 n, n+1,...), 

si ha che in {a, 6) vi sono certamente due putiti x' e x" tali che sia 

|aj' — aì"|<& 
n^) - ns (^') = Hs , f (<b') ~ n- {x-) = - f ; - 
In questi punti x' e.»" è, per la {%), 

f(xf) -F{x') >pis-«>>-*>-i- 

f{x')-F{x-)<~i^- + .<~X^t<~^, ■ 

il che dice che, nell'intervallo di ampiezza S al quale apparteQgono entrambi 
i punti x' e a!", la f{x) — F(x) compie un'oscillazione maggiore di l: ciò è 
contrario al supposto. 

È dunque X = 0, onde f(x) è l'unica funzione limite di (1). 



1. Prima di entrare nella trattazione dei polinomi d'approssimazione 
per le funzioni reali di due variabili reali daremo tre proposizioni che ci 
saranno utili in seguito. 
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Se in un campo A {finito) ai ha un polinomio di grado n 



P.{x if) = p, X' + p, y' -\ hpy 



N 



= (^ 



i coefficienli p non possono, in modulo, superare un certo numero finito dipen- 
dente solo dal grado e dal massimo modulo di f . (a; y) (*). 

Si prendano, infatti, JV = 7" j punti {x y) in A in modo che la co- 
noscenza dei valori dì un qualunque polinomio di grado n in essi sia suf- 
ficiente a determinare completamente it polinomio stesso; prendiamo cioè 
gli N punti in modo che it determinante. 

aT » yT , aC"' ».»■■■, ». , Vi , 1 



D = 



sia diverso da zero. Allora dal eisteina 

J>iìpT+P>^H \-px = P.{x,, y,) 



P. IBJJ + P. yJH |-Pjr= P.(a!,r, ^x) 



ricaviamo, per la regola di CUuiiek, 
_ A 



(*•=!, «,- 



. ^), 



dove i), si ottiene da Z> sostituendo in questo alla colonna r"*"" P,(x,, y,),. 
P.{sDr, yw)- Abbiamo, perciò. 



l-Dl 



(r=l, 9,..., N). 
Sviluppando ora />, secondo i termini della colonna r*""', otteniamo, se 



(") Questa propoBÌziono tnnasi dÌMosUata, con altro metodo e per il caso di una sola 
variabile, nel già citato libro di Borbl. 
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M è. uguale o maggiore del massimo di | P, {x y) \ in A, 
\DA^M.N.Q (r = l, 2,..., N), 

dove Q è il massimo valore assoluto dei determinanti di ordine N — 1 con- 
tenuti in D. Abbiamo perciò, per ogni r da I ad JV, 



lf.|: 



M.N.Q 



N Q 
Il fattore -— è linito e (una volta fissati i punti (iCjry,,)) dipende solo 

dal grado dì P,{xy); la proposizione è perciò dimostrata. 
2. Passiamo a dimostrare che una varietà 

G=\P.{xy)] 

di polinomi di grado n e tutti contenuti, in un dato campo, tra due limiti 
finiti, è una varietà di funzioni egualmente continue nel detto campo. 
Sia 

P.i'^y) = Pi'^' + PiV" -\ I-Pjt. 

Poiché tutti i polinomi della varietà sono compresi tra due limiti finiti, 
la relazione 

|P.(xi,)|<M, 

dove Jlf è un numero finito convenientemente scelto, sarà soddisfatta da un 
qualunque P„{xy) di G. Per il numero precedente avremo perciò 

\p.\^P.M (r=l, 2,..., N), 
dove P è un numero fisso per tutti i polinomi di G. Ne segue che i coef- 
ficienti di --ì — P. {x y) e di -5— P„ {x y) sono tutti, in valore assoluto, minori 
ax ^ y 

\ d I I d I 

ed uguali a nPM, numero anch'esso finito; \-^—P,{xy)\ e t— P„(!i;y) 

sono perciò, in tutto il campo che si considera, e qualunque sia il polino- 
mio P.{xy) di G, minori di un numero finito M'. Se ne deduce (*) che i 



(*) Vedi C. Arzelà, ShUs fnnsioni di Uhm (Memoria della R. Accademia delle Scienze 
dell'Istituto di Bologna, 1895), n. 6. 
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polinomi (li 

sono funzioni egualmente continue. 

3. Dimostriamo ora che se si ha, in un detennirtato campo, una varietà 

= lP{xy)\ 

di polinomi di grado n tutti contenuti tra due limiti finiti l e L, ogni fuiuione 
limite di tale varietà è un polmomio di grado n (*). 

Sia V {x y) una funzione limite di G (l'esistenza di questa v{xy) è pro- 
vata dal numero precedente e dal n. 3 della Memoria già citata del profes- 
sore ÀRZELÀ) e 

P,(xy), P,(xy),- (1) 

una successione di polinomi di Q, la quale tenda uniformemente alla v(x, y) 
detta. Sia poi 

PA'^,ìf)=pVx'+p'?y-+---+P^ (^=(**t^]]- 

Se pi è un punto limite della successione 

P'W !>*,..-, 

potremo da questa estrarne un'altra 

jjf^, Pt^,- ■ 
la quale tenda al lìmite p, . 

Sia poi p, un punto limite di 

PT', PT*,..-, 

potremo da questa successione estrarne un'altra 

la quale tenda a! limite p, . 

Cosi seguitando si giungerà ad una successione 



(*) Ciò non esclude che vi possano essere dei polinomi di grado iii/eriore ad n che siano 
funzioni limili di G, poicliè un polinomio di grado r<» lo considereremo ancora come di 
grado » con 1 primi C0Bffi«;ientI nulli. 
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la quale tenderà al limite p^. Poiché le successioni 



sono estratte ciascuna dalla precedente, le successioni 



(2) 



tendono, rispettivamente, ai limiti p,, Pt,..., Pt,, ed (^ni polinomio 

p^{xy)=p^''x'-\-p^^y--\ hplf» 

appartiene alla successione (1). 1 numeri p,, Ptf-, P« sono poi tutti finiti, 
perchè tutti i numeri del quadro (2), come tutti i coefficienti dei polinomi 
di G, sono minori in valore assoluto di 

M.NQ 
1^1 * 

essendo M maggiore del massimo dei numeri \L\ e 1 1 1. 

Preso allora un numero positivo n, piccolo a piacere, potrà poi sempre 
trovarsi un numero m tale che per ogni m ^ m sia, contemporaneamente, 

IPi— PÌ'^Ku, |P.— Pf^l<>i,"-, IPjt — pifKii. 

Posto 

P(a!y) = p. a!-+p,yH hpjt, 

avremo perciò, per ogni»»>.»i, 

P(a!ff)-P..(aJì/) = (p. -p?^) a!" + (p,-p;"->)ì,- + .. ■ + (?,- pSf-) 

donde 

i F (« y) - R, (ir ì/) |< T, ( I 0!" I + I y" 1+ . ■ . + 1)< TI P, 

essendo P un numero finito. 
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Preso dunque un numero positivo e, piccolo a piacere, prendendo t, tale 
che sia ti < -p . si ha, in tutto il campo considerato, 

\P{xg)~P^,{xy)\<t. 

Da ciò segue, poiché i polinomi P,„{xy) appartengotio alla succes- 
sione (1), che P{xy) è una funzione limite della (l). Ma questa successione, 
tendendo uniformemente alla funzione v{xy), ha una sola funzione limite: 
si conclude che è 

v{xy) = P{xy). 

È così dimostrato che ogni funzione limite di f7 è uii polinomio di 
grado n. 

4. Premesso ciò, sia f{xy) una funzione reale delle due variabili 
reali a; ed ^ data in un campo A ed ivi finita, continua e ad un valore (*). 

Sia poi P,{xy) un polinomio di grado n 

P.(a!i/)=p,x"+p,ì,"+---+p^ (iV==(" + ^j). 

e si consideri la differenza 

f{xy)~P.{^y)- 

Analogamente a quanto si è detto al n. 1 del paragrafo primo, si può 
dire che il massimo vi del valore assoluto di questa differenza in tutto A 
è una funzione dei parametri p,, p,,..., jt». Detto ft.(^0) il limite inferiore 
di »»(pi, Pi,..., f»y), se esiste per i parametri p,, p,,..., p», un sistema di 
valori TI,, Tt,,..., TV», tale che sia, in tutto A, 

\f{a^y) — n.(xy)\^i^y 

dove è II. (ìt y) ^ ~i !«" + itj «/"+■■■ + 1;^ , diremo che n„ {x y) è un polinomio 
d'appro88Ìmazione di grado n della f(xy). 

5. Si tratta ora di stabilire l'esistenza di un tale polinomio. 

A tal fine mostriamo dapprima che si può determinare un campo limi- 
. tato e chittao per la variazione dei parametri p, tale che in esso la funzione 
in{p,, i>,,..., px) ammetta come limite inferiore il numero fi.. 



(•) In ciò che seigue considereremo sempre funzioni ad un valore assolutamente con- 
tinue. 

Annoti di Matenmtiea, Serie III, Tomo XV. 9 
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Poiché è 

fA^m(0, 0,,.., 0) = massimo di \fixy) — 0| in A^=M, 

(essendo M il massimo di \f{xy)\ in A) l'insieme B costituito da tutti i 
punti (j>,, p,,..., Par) in cui è sempre 

*»(P., Pi,---, Pjt)^ Jtf, 

è tale che in esso *»{p,, p,,.--. pà) ammette come limite inferiore (i. 

Infatti, supposto che il hmite inferiore di m in B fosse (*'>■(*, vi sa- 
rebbe, per definizione di f*., un punto (p,, p,,..., p») tale da rendere verifi- 
cate le disuguaglianze 

)f-<m(p,y..., p^Xfi'. 
Ed allora, poiché è ii-'^M, si avrebbe 

«"(pi. Ps.---> PxXM; 

quindi (p,,..., py) apparterrebbe a 5. La disuguaglianza m(j>,,..., pvXfi' 
è perciò assurda, e tale è pure l'altra (*'>(*•. 

Facciamo ora vedere che l'insieme B è limitato. Sia P,{xy) un polino- 
mio appartenente all'insieme B (vale a dire tale che (p,,..., pg) appartenga 
a B). In tutto ^ si ha 

|P.(fl!ff)M|/(x»)H-|P.(x9)-/(ari/)|=^Jtf+m 

|P.(a;3,)|^2Jtf; 
è perciò (n. 1) 

lp.|^^^^ (r = l. *,..., ^). (!) 

Il secondo membro di questa disuguaglianza è fisso (fissati che siano i 
punti {xy) del determinante D) ed è finito. Tale disuguaglianza vale per 
tutti i polinomi che appartengono all'insieme B. Segue che B è limitato. 

Il campo B" definito dalle disuguaglianze (1) è limitato e chiuso e com- 
prende in sé B; in ff perciò »»(p,, p,,..., py) ammette y- come limite in- 
feriore. 

Veduto questo, osserviamo che essendo la f(xy) — P,{xy) funzione ra- 
zionale, e quindi continua, dei parametri p, la \f{xy) — P,{xy)\ sarà essa 



dby Google 



TonelH: I polinomi d'approssimazione di Tchebychev. 



pure funzione continua di tali parametri. Ne segue che anche »((p,, jj,,...,p») 
sarà funzione cotitinua dei parametri p : infatti per la continuità di 
\f{^y) — ■P('''y)ii potrà definirsi intomo a ciascun punto (p,, p,,..., Pk) un 
campo ad A' dimensioni nel quale la \ f{x^) — P.{xy)\ faccia un'oscillazione 
minore di e; in tale campo la m(p,, p,,.--, Ps) farà certamente un'oscilla- 
zione minore di e: dunque la m(p,,..., p„) è continua. Se ne deduce che 
il limite inferiore j* di m{p,,..., p^) in B* è un minimo. 

Ciò significa che esiste peri parametri p, un sistema di valori n,,..,, ir,,) 
tale che sia, posto n,(a;y) = rei 3!" + TC,y" + ■ ■ ■ + -,, 

\f{xy) — n,{xy)]^ii. 

in tutto A. 

Risulta così dimostrata l'esistenza di almeno un polinomio d'approasima- 
eione di grado n: li^{xy) {*). 

Risalta anche che, se si suppone che in A, f(xy) non coincida con un 
polinomio di grado n, {* è certamente maggiore di zero, perchè, nei caso op- 
posto, dovendo sempre essere (^SsO, sarebbe f{xy)^n^(xy) in tutto A, 
contro il supposto. 

6. Veniamo ora a dimostrare alcune proprietà dei polinomi d'appros- 
simazione. 

Dimostriamo dapprima che 

se n. (x y) è un polinomio d'approssitnasione di grado n di f{x y) {in un 
dato campo A), e n. {x y), dove e è una costante, è un polinomio d'approssi- 
Moetone, deilo stesso grado n, di cf{xy). 

Sta, infatti, fL il massimo di \f{xy) — ti,{x.jf)\ nel campo A: avremo, 
in tutto il detto campo, 

\f{xy) — n,(xy)\^^ e quindi \cf{xy) — ca,{xy)l:^\c\^. 

Basterà provare che non può esistere un polinomio di grado », P. (se y), 
tale che, in tutto A, sia 

\cf{xy)-P,{xy)\:^l>.' 

con fi' < I e [ n. Supponiamo, perciò, che un tal polinomio esista: avremo 



<*) Questa dimostrazione è uguaie a quella che il Bohel dà, nel suo libro citato, per le 
funùoni di una variabile. 
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il che contraddice all'ipotesi che n,{xy) sia polinomio d'approssimazione di 
r(a'y). 

7. Se n^{xy) è un polinomio d'approssimazione di grado n di f{xy) 
neZ campo che et considera, e P, (x y) è un polinomio qualunque di grado n, 
n, (x y) + P, {x y) è un polinomio d'approssimazione, dello stesso grado », di 
f{xy) + P.{xy). 

Essendo, infatti, (a il massimo di \f(iBy)'—n,lxy)\ nel campo detto, 
avremo, in tutto questo campo, 

\ fixy)- lì. {xy)\^ i>. e quindi \if(xy)+ F.(xy))-{K (^y) + PA'^y)) \^y- 
Basterà ora provare che non può esistere un polinomio di grado », 
P,{xy), tale che in tutto il campo considerato sia 

\Ìf(xy) + P.ixy))~P.ixy)\^i>.' 

con |a' < (i. Supponiamo perciò che il polinomio P. (ir y) esìsta : avremo allora 

\f{xy)- (P, {X y}-P.ixy)ì\=^ K- 

P^ (x y) — P, (x y) è un polinomio di grado n, dunque tale disuguagHanza 
contraddice all'ipotesi che n. {x y) sia polinomio d'approssimazione di grado n 
di f{xy). 

Osservazione. Non devesi però credere che, in generale, la somma di due 
polinomi d'approssimazione di grado » di due funzioni continue sia sempre 
un polinomio d'approssimazione della somma di queste due funzioni. 

8. Detto [1- il massimo di \f{x y) — il. {x y) \ in tutto A, è in tal campo 

\f{xy)-U,{xy)\^^; 

in A poi esisterà almeno un punto {x, y) in cui è \f{xy) — ri„ (ir y) | = jt. 
Ma si può dire di più: esistono certamente, in A, due punti, (a:*, ^ e 
(x', y"), nei quali è 

f{x',i/)-lK{x\ y'} = i'., nx',y-')~\K{x; y') = -v. 
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Supponiamo, infatti, che ciò non sia. Esistendo certamente un punto 
{xy) in cui è \f{xy) — n, (a; j;) I = (A, avremo in tal punto 

f(xy) — a,(xy) = ii, oppure f(xy) — n,^y) = —}f.. 

Cunsideriamo il primo caso. Sia \l' il minimo di f{xy)-~n,(xy) in A; 
sarà. 

— (i<fl.'<(X 

(naturalmente si suppone che in Af{xy) non coincida con alcun polinomio 
di grado ti). Consideriamo, allora, il polinomio di grado n 

n.(«!,) + !i+Ji. 

In tutto A, il massimo di 

/■(»>!,)-[n.(a,j,) + t±iÌ) 

è uguale a ,u.— !-■ C - <;», ed il minimo a f*' — '— 5— >■ — v- E, poiché è 



2 ■ 



I è in tutto A 



[ n»^ sr) - (n. (X ») + t±i) I - (. - ^'-±i < 1- 

il che contraddice all'ipotesi che n, (a;^) sia pohnomio d'approssimazione di 
grado n di f{xy). 

Analogamente se in (x, y) fosse f{xy) — u,(xy) = —^. Si conclude 
perciò che il mcisaimo jt di\f{xy) — Tl^{xy)\ è uguale tanto al massimo 
quanio al valore assoluto del minimo di f{xy) — n,{xy). 

9. Sia B l'insieme dei punti (x y) di A soddisfacenti alla condizione 

\fi^y)-n,(xy)\ = Y., 

ed s un numero -|=0 ed avente segno contrario a quello della differenza 
fise, y) — tr, (1», y). Dimostriamo allora che 

condizione necessaria e sufficiente affinchè n. {x y) sia un polinomio d'ap- 
prossimazione di grado n di f(xy) in A, è che non si possano trovare 
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contemporaneamente un sistetna di N=^[ ^ | i 



e un sistema di valori s, soddisfacenti ttitti alla condizione S >■ | « j >■ s >■ 0, 
tali che sia su tutto E, 

p,x'+p,y'-\ hpjr=a(*). (1) 

La condizione è sufficiente. Supponiamo, infatti, che n. (seg) non sia po- 
linomio d'approssimazione. Se n'. (jc y) è d'approssimazione e fi' è il massimo 
di ìfi^y) — n. {ici/)[ in A, è n'^i'-, onde la differenza 

n,{xy)—n.{oBy) 
risulta diversa da zero e di segno contrario a quello della differenza 
f{xy)-n,(iy). 

Ne segue che, per 

p, = 'K,— %, {r=\, 2,..., N) 
e 

« = n, (a; y) — n. {x y) (onde (* — ft' ^ | « | <C 2 (*) 

la (1) è verificata su tutto E. E ciò contro il supposto. 

La condizione è necessaria. Supponiamo, infatti, che esistano un sistema 
di valori s, soddisfacenti alla condizione ,S>>|sl>-«>0, ed un sistema di 
valori p soddisfacenti su tutto E alla relazione 

P,^'-i-Pty"-i i-pif=si (1) 

e consideriamo il polinomio dì »~ grado 

P.{xy) = p, X' +piy" ^ \-Pk. 

Detto u un numero positivo, piccolo a piacere, consideriamo l'espressione 

f(^y)—\ n. {xy)-aP, {^y)ì- 

(*) Questa proposizione trovasi aoche nel citato lavoro del Kebcubbhobb, ma sola per il 
caso in cui la funzione, che si vuol rappresentare approssimativamente, venga considerata 
solo ia un numero finito di punti e non in tutto un campo. 
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Poiché, in'tutlo A, f{xy) — a.,{xy) e P,(tìcsf) sono funzioni continue, 
preso un numero positivo t minore tanto di f^ quanto di a, potremo sempre 
trovare un numero positivo S tale che, in ogni cerchio di raggio i (o parte 
di esso) contenuto in A, le due funzioni continue dette oscillino per meno 
di t. Allora, in ogni cerchio (o parte di esso) dì raggio & ed avente per 
centro un punto {x, y) in cui è 

/■{», ^)-n.(», y)=^v. 
avremo 

H — i< / (« y) — n, (aj s) ;^ fi 
e, per la (1), 

w {» - e)< » P, (ce y)< » (F+ e), 
ossia 

«(— S-»)<tóP.(iC»)<w(-« + s), 
onde 

fi - e — £ (S + e)< /-(ajy) - I n. (a; y) — » P. (a!^) I < (* — ù> {« — «) ; 



0</"(!Cì/) — jn.(a!y) — «P.{a!9)j<[. — w(s — e). 

Analogamente in ogni cerchio (o parte di esso) di ra^o t ed avente 
per centro un punto {x, y) in cut è 



f{xy)—n.(xy)=^~^. 



-[. + «(«-£)</-(a;y)-[n.(a;y)^<.P.(xì,)j<0. 

Talché in ogni cerchio (o parte di esso) di ra^o 5 e centro [x, y) tale 
che sia 

\f{xy)-n,{xy)\=^, 
è 

I /■(« y) — n. (a; s) — w P. (35 y) j I < (* - w (» — e). 
Ragionando ora in modo analogo a quanto sì è fatto alla fine del n. 'i 
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del § I, si vede che, in tutto A, è 

|/(a;y) — jn.(ajy)-«P.(a!3/) j|<:/<ti, 

il che è assurdo essendo n. (x y) un polinomio d'approssimazione. La pro- 
posizione è così completamente dimostrata. 
10. Dimostriamo ora che 
il numero v dei punti di A in cui 

\f{xy)-n.(xy)l 

raggiunge il sito valore maasimo \i, è magiare di n+l. 
Supponiamo, infatti, che sia 

Siano 

(te,, y,), {x„ y^),..., (x,, y.) 

i punti in quistione. Possiamo sempre supporre che le coordinate a;, , x,,..., a% 
siano tutte distinte tra loro, giacché, se ciò non fosse, si potrebbe, con una 
conveniente rotazione degli assi x, y, ridursi a tal caso. Ed è evidente che, 
se n„{xy) è polinomio d'approssimazione di grado n di f{xy), anche il tra- 
sformato di n,{xy), mediante la trasformazione di coordinate dette, è poli- 
nomio d'approssimazione di grado n della trasformata di f{xy). 
Possiamo, adunque, supporre che sìa 

a:. < ir. <■■■<!». ■ 

In ogni intervallo a!^...a;,+, (r = 1, 2,..., v — 1) tale che f(x^yr) — n.ftr^y,) 
e f{x^,,y^,) — n,{x^,, y,^.,) abbiamo segni contrari, scegliamo un punto ^, 
distinto tanto da x^ quanto da x^^,. Siano 

S., S„. ..,?.' 

tali punti: avremo certamente v'^n. Consideriamo, allora, in tuttofi, il po- 
linomio di grado minore od eguale ad n 

P. {xy) = b>{x — S.) {x-^^)...(x-- ;..). 

Con un ragionamento analogo a quello usato da Borel nel libro già ci- 
tato (pag. 86) si giunge facilmente a far vedere che, per un conveniente va- 
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lore di « è, in tutto A, 

I fixy) - ] n. (aj jf)-h P, {xy) j j <«.'<^, 

il che contraddice all'ipotesi che ìl,{xy) sia polinomio d'approesimazione. 
11. Rileviamo, ora, uoa notevole differenza esistente tra il caso di una 
sola variabile e quello di due. La differenza sta in ciò che, mentre nel primo 
caso vi è un solo polinomio d'appronsitnaeione di grado dato per una fun- 
zione continua, nel secondo, invece, in generale ve ne sono più, e quindi infiniti. 
È chiaro che se ve ne sono due ve ne sono infiniti. 

Se n. e n. sono, infatti, due polinomi d'approssimazione dello stesso 
grado n, anche i polinomi 

H.-f-n. 3 n. + n. 7n.+Tì. (2"— l)n. + n. 

2 ' 4 ' 8 ' ■ ■ ■ ' 2" 

sono tali, poiché, se in tutto A S:Ono soddisfatte le disuguaglianze 

I f{xy)-n.{xy)\^^, \f{xy)-n,{xy) \^u, 
è anche soddisfatta l'altra 

\f{^«\ (2"-n".('gy) + n.(igy) I _ I (2--l)(/-n.) + (/^ - n.) j 

\I{XVÌ gs |-| 2" I 






\ 



A prova dì quanto è detto sopra daremo, in ciò che segue, esempio di 
funzione f{xy) continua in un dato campo, e quivi ammettente più polinomi 
d'approssimazione dello stesso grado. 

12. Prima, però, di venire all'esempio annunciato faremo un'osser- 
vazione. 

Sia f{xy) una funzione finita e continua in un campo A; ii,{xy) sia 
poi un suo polinomio d'approsaim azione di grado n. Detto y uno speciale 
valore di y appartenente ad A, consideriamo la funzione della sola varia- 
bile x: f{x, y). Essa, nel campo A, ammetterà un polinomio d'approssima- 
Anwài di Mafematica. Serie 111, Tomo XV. 10 
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zione di grado n: n,{x); detto fi' il massimo di l/fx, j/) — n, (ic) ] in A, 
dico che è 

dove i* indica il massimo in A di \f{xy) — n, (xy) L Infatti, se fosse [j.'I>fA, 
si avrebbe in tutto A 

\f{x, y) — U,(x, »)|^(x<f^' 

ed allora n. (x) non sarebbe più il polinomio d'approssimazione di grado n 
di f(x, y). 

Dunque, se P, (x y) è un polinomio di grado n, il sapere che in tulio A è 

\f{xy)--PJxy)\:^^', 

essendo fi' il massimo di \f{xy) — n, (a;)| in A (dove y appartiene ad A, e 
u, {x) è il politiomio d'approssimazione di grado n di f{x, y)), basta per con- 
cludere che P,{xy) è un polinomio d'approssimazione di grado n di f(xy). 
13. Premesso ciò, veniamo al nostro esempio. 
Sia f{x) una funzione finita e continua data in un intervallo (a, 6). n„ (x) 
sia il suo polinomio d'approssimazione di grado n, e (t il massimo di 
\Y{x)\ = \f{x) — n,(x)\ in {a, b). Essendo Y {x) = f{x) — n,{x) una. fun- 
zione finita e continua in (a, b) potremo, prefissato un numero positivo 

s<C |^> trovare un numero positivo S tale che, in ogni intervallo di am- 
piezza S di {a, b), la Y compia un'oscillazione minore di e. Se, perciò, con- 
sideriamo tutti i possibili intervalli di ampiezza S ed aventi come punto di 

mezzo un punto di [a, b) in cui è y{a!) = Ise accadrà che uno di tali 
punti disti da a per meno di -s- • si considererà come estremo anteriore del 
relativo intervallo il punto a, sicché, in tal caso, l'intervallo avrà un'am- 
piezza minore di 5; analogamente per 6J, avremo, in ciascuno di essi, 

|y(«)l<.. 

Dopo aver riunito in uno solo quegli intervalli che hanno almeno un 
punto in comune, ci troveremo ad avere, nell'intervallo (a, b), degli iiitervalli 
!,,8„..., 8,C) (1) 

{*) È chiaro che in un estremo di uno di questi intervalli può essere Y(a!) = solo se 
si tratta del punto a o del punto b. 
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in ciascuno dei quali è sempre | Y{x)\<.'t. Siano «,, P,; a,, p,;...; «,, ?^, 
gli estremi degli intervalli detti. . 

In ciascuno degli intervalli rimanenti di (a, 6) avremo, sempre | Y(ir)|>0, 
ossia sempre 

f(as)<n,{x) oppure f{x)>n^{x). 

Essendo la f{x) continua, potremo certamente trovare un 8* tale che, in 
ogni intervallo d'ampiezza S* di (a, 6), la f{x) compia un'oscillazione minore 

di e. Preso allora un S" minore tanto di S* quanto di -^ . potremo da ogni 

intervallo S^ di (I) staccare, a partire dai suoi estremi, due intervalli di am- 
piezza 8", («„ «',), (P'^, p^). Da questa operazione escluderemo quei due in- 
tervalli di (1) che eventualmente avessero un estremo in a o in b. Per mag- 
gior chiarezza, questi due intervalli, qualora esistano, li chiameremo 8„, 8^; 
tutti gli altri di (1) li chiameremo 

8,, Sj,..., S,. = ' (2) 






P'i h « 6 

Allora ogni intervallo (2) rimarrà diviso in tre: («., a'.), («',, p',), (P',, p,); 
nel primo e nel terzo sarà 

\f{x)-na^)\<t, (3) 

mentre poi, in tutto (a,, P,), sarà 

\Yix)\ = \nx)-u,(x)\<t. (4) 

Detto ciò, consideriamo, nel campo delle due variabili x ed y definito 
dalle disuguaglianze 

a ^x^b, O^y^c, (5) 

il polinomio di grado n, n„ (x), vale a dire il polinomio che per ogni valore 
di y è uguale a n„ (a;). Costruito un polinomio di grado n — 1, P„_,{x, y), 
tate che in tutto il campo definito dalle (5) sia 

\yP..A^y)l<i. ■ 
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consideriamo il polinomio di grado n (nel complesso delle variabili) 

P, (x y) = n. (x) + y P„_, (ir, i,). 

Questo polinomio coincide, per j/ = 0, con n, {x), ed è tale da. rendere, 
in tutto il campo (5), soddisfatta la disuguaglianza 

1 P. (ic 2/) -n. (»))<£. (6) 

Ci proponiamo, ora, di costruire una funzione F{x, y) continua in lutto 
il campo (5) e tale da ammettere, nello stesso campo, i polinomi li. {x), 
P.{x, y) come polinomi d'approssimazione di grado n. 
A tale scopo definiamo la F{xy) nel modo seguente: 
ne! campo 

a-^xn^^, Q-^y^c 

(ove p è l'estremo posteriore di S.) poniamo, se è /'(ii)<li„(p), 



a seconda che è 

n, (x) ^ P^ {x y) oppure n„ (se) ■< i*, {x y) ; 
poniamo invece, se è /'(p)>n,(p), 

F{xy) = n,(x) + j f{x) - T\,{x) j oppure F(aj y) = p^{xy) + \ f{x) - n,(x) j 

a seconda che è 

n. (i33) :^ P, {x y) oppure n. {x) > P, {x y). 

Analogamente nel campo 

a.^x^ì), O^y^c, 

dove a è l'estremo anteriore di S^. 
Nel campo 

poniamo, se è f{x)<.n^{x), 

F(,xy) = n,{x)-\tt,{x)^f{x}^^ oppure F (a; i/) = P,(j;y)-jn.(«)-^(a;)j 
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a seconda che è 

n. {x) 5= P. (« jf) oppure n, («) < P, {x y) ; 
poniamo invece, se è f{x)'>n,{x) 
F{xy) = n.{x)-^\^f(x)~a,(x)\^ oppureF(ici/) = P.(a:ì/) + j/'(aj)-n.(a;)[ 

a seconda che è 

n,{x):^P,{xy) oppure l\,{x)>P,{xy). 
Analogamente nei campi 



0:^y^c 



Nei campi 



poniamo 

Nel campo 
poniamo 






a; ^ «*, , ^ y ^ e 



(») 



(i) 



f(a,y), ^<'"»)-f:(''-''> (x-..) + y(.., s,). 

Analogamente per i campi 

a, ^ a; ^ «', , ^ y ^ e 1 



(e) 



La F{xy) resta cosi definita in tutto il campo (5}. 
Facciamo ora vedere che la F{xy) cosi definita è, in tutto (5), continua 
e tale da render soddisfatte le due disuguaglianze 

lF(aJì,)-n.(«)l=sii, lF(«y)-P.(x,)|=É^ (7) 
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Consideriamo dapprima il campo 

e supponiamo che quivi sia: 

f(x)<n.(^) 

(è chiaro che se tale disuguaglian2a è verificata in un punto del campo detto 
lo è anche in tutto il campo: infatti come già abbiamo osservato è, in (^, «,)> 
sempre | y"(a;)|>-0). Allora considerando un punto (x, y) del detto campo, 
potranno darsi tre casi. 

1.** Sia n, (ar) > P, (ic y) : per definizione abbiamo 

if(i,j,) = n.(i)-jn.(5)-/(S)j = /-(ì), 

e, poiché vi è tutto un inforriodel punto {x, y) in cui è n,{x)';>P,{xy) (es- 
sendo queste funzioni continue), vi è tutto un intorno dì {x, y) in cui è 

F{xy)^f{x): 

in tale intorno la F{xy) .è perciò cpn(.inua,(t4le. essendo la f{x)). 
Si ha poi 

\F{xy)-n,{x)\ = \ f{x) - n. (x) \ ^ (., 
poiché in tutto (a, 6) è \f(x) — n^{x)\^y. per dato. È poi anche 
\F(x,y)-P.{x,y)\ = \nxì~P.{xy)\ = 

poiché le due differenze n.(a!) — f(x), n^(x) — P,{xy) sono ambedue posi- 
tive e minori rispettivamente dì (* e e Je<;-^-)- ■ 

2." Sia n„ {x) ■< P„ (x y) : abbiamo per definizione, 
F{xy) = P,^y)-{n,(^)-f(p,)y, 
e poiché vi è lutto un intorno di (x, jr) ip, cui é n. (a?) ■< P, {x y), in tale in- 
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P{xy) = P. (X j,) -- j n. (0!) ~f{x)\^; 

ivi, perciò la F{xy) sarà continua. Avremo poi 

F{iry)-^.{^) = \p.^y)-^.&)\-\^M-f(^)\' 

e, poiché le differenze tra parentesi sono ambedue positive e minori rispet- 
tivamente di s e fi. 

Avremo anche 

; F {X, y) - P, (X, ») I = I n. (x) - / (X) I ^ (i. 

3* Sia T\,{x) = P,{x, y). Preso un Intorno di {x, y) abbastanza pic- 
colo, potrà darsi che in tutti i punti di tale intomo sia sempre F(xy) = f{x) 

o sempre F{xy) = P,(xy) — ri, (x) — /{x) : ih tali casi la F {x y) sarà 

evidentemente continua Ìn(xy); oppure potrà darsi che sia F{xy) = f{x) in 
tutti punti dell'intorno detto che stanno da una parte della curva algebrica 

n.(x)— F.{x^)=0, la quale passa per {x,y),eF(xy) = P,{xj/)~n.{x)—/(x)| 
in tutti quelli che stanno dall'altra parte. Anche in quest'ultimo caso la F{xy) 
sarà evidentemente continua. È poi, poiché per deiìnizione è P(x,"y) = /(x), 

jF(x, ^)-.n.(x) j = ]r(x)-ri.(x)|^K 

I F{x, y) - P. (xy) | = [ f{x) - ìì, (x) | ^ f*. 

In tutti i casi esaminati abbiamo supposto /(x)<Cn. (x); se fosse 
/■(x)>-n, (x) non ci sarebbe che da ripetere gli stessi ragionamenti. 

Abbiamo cosi, in tutto il campo p^x^^i, O^^^c, dimostrate le di- 
suguaglianze (7) e la continuità della Fixy). 

Analogamente per icampi (a) e per 

a^x^P, O^j/^c 
e . 
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Nei campi (b), essendo F(xy) = f (x) per definizione, la F(xy) è sempre 
continua. Ivi è anche (per le (4) e le (6)) 

\F{xy)~n.{x)\ = \nx)-n,ix)\<z<iL 

\F{xy)-P^{xy)\^\f{x)-n,(x)\ + \n.(x)-P,{<i^)\<'i^<i^- 

Rimangono da esaminarsi i campì (e). In essi è, per definizione, 

F(»,)= -^K, g-5_K.y) (»_..)+i,(.., ,). (8) 

Ora, per quanto abbiamo detto precedentemente, F{«„ y) e P(a'„ y) 
sono funzioni continue di jr ; ne segue che F{xy) è continua ri^tetto all'in- 
sieme delle due variabili. 

Facciamo vedere che anche nei campi (e) sono verificate le (7). Sia (x, y) 
un punto del campo <i,^x^tL„Q^y^€.i\\aXoT%AXF{x, y)h, perla (8), 
compreso tra F{*., y) e f(«',, 9) — fi"'.)- Appartenendo «, al campo 
p._i^iB^«., Oi^y^c, è .{per definizione), a seconda dei casi, 

F{<^.,y)^f(;^.), oppure i^-^, ») = P.(«« i^) - } "- K)-/(«.) j ; 
èy perciò, sempre (per la (6)) 

|PK, »)-/■(.,) IO. 
Segue anche (per La (3)) 
1F(.., ;)~F(.-„ y}l-lF{.., y)_/-(,-.)j^ j ^^^ 

Si ha poi, per la (3) e la (4), 
|P(.'„»)-n.(5)j = lf(.'.)-n.(»)|=s|/(.'.)-/(i)| + l/'(iF)-n.(^)|<St 

Da questa e dalla {9) si ha, poìehè, come abbiamo osservato, Fix, y) è 
compreso tra F(«„ y) e F («'„ y), 

I J'ft ») - n. (i) I ^ I F(x, i) -F(.'., ») I + ! F(.'., i)- n. (S) |<4t<i.. 
È poi, per la (6), . 

F(i, g)-P.ix, »)j<5e<f:. 
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Avendo cosi dimostrato che la F(xy) è continua nei vari campi (com- 
presi i contorni) ìn cui abbiamo diviso il campo totale (5), risulta che detta 
funzione è continua in tutto il campo (5). 

Resta, dunque, completamente provato che, in tutto il campo (5), la jp" (te, y) 
è continua e soddisfa alle disuguaglianze (7). 

Per y = avremo perciò, in tutto (a, 6), 

con F{x, 0) funzione continua di x. Ora, dalla definizione di F{x, y), rica- 
viamo che F{x, 0) è uguale a f{x) in tutto (a, 6) eccettuati i tratti («„ a.',), 
(^'.. W. nei quali invece è, rispettivamente, 

F ix, 0) = ^**;* ~-^ {X ^- «,) + / («.), F {X, 0) = ^*^? ^ ^*^'> [x - fi',) + /'(fi',) 

{ciò perchè è P, {x, 0) = n, (x)). Ne segue che F{x, 0) e f{x) differiscano tra 
loro solo in tratti in cui è verificata la (4) 

\f(x)~njx)\<z, 
e, perciò, che, dove è 

f(x)-n,{x) = ±i^, 
è anche 

F{x,0)-njx) = ±ti. 

con perfetta corrispondenza dì segni. 

Ora, essendo, per dato, li, (x) il polinomio d'approssimazione di grado n 
di fix) in (rt, 6), per il n. 6 del § I esisteranno almeno « + 2 punti x^ 

x,<.x,<i- ■ --Cx,!^, 

(x, ^ a, a;.+, ^ 6) tali che sia 

/"K) - n. (o!,.) = (- 1)> <r=l, 2,..., n-H2), 

dove è I fi I = f/i. Ne segue, per quanto è detto sopra, 

Flx„ 0)~n,(a;,)=.(^l)'jr (f =1, 2,..., n + 2). 

E poiché, in tutto {a, b), è 

\F(x, 0)- n,(x)|^(., 
Annali di MaleiHaliea, Serie 111, Tomo XV. 11 
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per Io stesso n. 6 sopra ricordato, avremo che n. (a;) è il polinomio d'ap- 
prossimazione di grado » di F(fi^ 0) in (a, 6). Essendo poi, in tutto il campo 

|F(fl=ff)-n„(x)i^f., 

si conclude, per l'osservazione del n. 12 di questo paragrafo, che n. (a;), in 
tutto il campo detto, è un polinomio d'approssimazione di grado n di F(xy). 
Parimenti, essendo, in tutto il campo a^as ^b, 0:^1/^ e, 

\F{xy)-P,{xy)\^fj., 

e P, (x, 0) ^ n„ (a;), è pure P„ {x y) un polinomio d'approssimazione di grado » 
di Fixy). 

Abbiamo cosi dato esempio dì una funzione F{xy), finita e continua in 
tutto un campo, la quale ammette due (e quindi infmtli) polinomi d'appros- 
simazione di grado ». 

14. Per gli infiniti polinomi d'approssimazione di grado n di una fun- 
zione continua f{xy) possiamo dimostrare la seguente proposizione: 

esistono, nel campo considerato A, almeno n + 2 punti 

(»,, y,), {x„ 1/,),..., («.+„ 1/,^,) 

tali che in essi tutti i polinomi d'approssimazione di grado n della fixy) as- 
sumcno i valori 

dove è 

Dimostriamo, dapprima, la cosa per un numero finito m di polinomi di 
approssimazione di grado n. Detti 

tali polinomi, si ha subito che anche il polinomio 
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è d'approssimazione : è, infatti, 



f{xy)~~ 



^ I f{x y) - n'I' \ + \f(xy)- ìVy I + ■ ■ ■ + I ^(a, y)- UT' 1 
m 
e, perciò, 



Ne segue, per la proposizione del n. 10, che 
raggiunge il suo massimo valore in almeno n+ ^ punti. Ma, se in un punto 

/■(»,. »)- "-''^''"+;;+""'^'^' =,/ ' 

è anche 

fix, y)~ìlVix, y)=}i. (r=ì, 2,..., *«); 

ed, analogamente, se in (x, y) è 

ns, V) - "'•(^;)+-^- +»■:■(£;;) ^ _ ^, 

è anche 

/■(^, if)-ir:ix, F) = -^ (r=l, 2,..., m). 

Ne segue die nei punti (x, y) è 

n-;' (^, y) = ri*r {a;, y) = ■ • • = n'r [x, y) = f {x, y) - - ]>., 

ed in quelli («, y) 

n'i' (*, y) - ii'i' (x, p) = ■ . . = n<:' {x, F) = /"i^. F) + K- 

Essendo i numeri (re, y^, (», y) in numero, almeno, di n + 2, la propo- 
sizione è dimostrata per gli m polinomi considerati. 
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Veniamo, ora, a dimostrarla per tutti i polinomi d'approssimazione di uno 
stesso grado. Consideriamo, dapprima, il caso che fra tali polinomi ne esista 
almeno uno n. (ìkj/) tale che l'eguaglianza 

\f(xy)-u.(xy)\^lL 

sia soddisfatta solo in un numero liiiito di punti di A. Detti 

(x,, y,}, {x,, y,),..., (a:», y^) (»h^» + 2) 

tali punti, sia 

/(iC,. y^f — Ujx., yr) = i^.- ir=1, 2,.... m) 

dove è |[^., | = u. Supponendo, allora, che la proposizione enunciata non sia 
vera, sarà possibile scegliere un polinomio d'approssimazione di grado «: 
n';', tale che sia 

f{x,., y^) — ìiV{x„ ».)-hfA„ 

e ciò per almeno »h— (h+ 1) valori di r. Ne segue che questi polinomi ri';', 
il cui numero è minore ed eguale ad i», ed il polinomio il. ammettono, al 
massimo, »+l punti (»., y.) taU che sia 

f (x. , jf,) - II. {X. , ff.) = ^ , f (X. , y.) - n':> {X. , y.) = jx. 

e ciò contraddice a quanto si è dimostrato più sopra. 

Consideriamo, in ultimo, il caso che lutti i polinomi d'approssimazione 
siano tali da rendere la 

\f{xy)~u.{xy)\ = l>., (1) 

per qualsiasi polinomio d'approssimazione di grado n: il. («j/), soddisfatta 
sempre in infiniti punti. 

Diciarao E l'insieme dei punti di A in cui, per un dato polinomio d'ap- 
prossimazione n,{xy), è soddisfatta la (1) 

Essendo n'i' e lì".' due polinomi d'approssimazione, anche —' -- a — - è 

tale; i punti dell'insieme E relativo a quest'ultimo polinomio (punti che per 
ipotesi sono in numero infinito) cadono sulla curva algebrica di ordine h: 

n".>(xy)~ll'V{xy) = 0. 
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Indichiamo con 

C, = 0, C, =0,..., O. = 0, (2) 

le curve algebriche irriducibih che fanno parte della n'i* — n'^' = 0, e che con- 
tengono ciascuna infiniti punti dell'insieme E relativo a ■ " ^ — - \ ^> eviden- 
temente, r ^ ». Per brevità diremo che il sistema (2) è relativo a fi*;'. Dico, 
allora, che vi è almeno una curva 

di (2) che appartiene a tutti i sistemi (2) relativi ai polinomi d'approssima- 
zione di grado n di f{xy). Supponiamo, infatti, che ciò non sia; per ogni 
curva C, di (2) scegliamo un polinomio d'approssimazione tale che al si- 
stema (2) relativo ad esso non appartenga la C.. 1 potinomi cosi scelti sono in 
numero di r,, con ri^r^n; la loro somma, aumentata di n'i'+If;' e di- 
visa poi per Ti + 2, è pure un polinomio d'approssimazione n, , il quale, per 
l'ipotesi ammessa, dovrà ammettere un insieme E composto di infiniti punti. 
Tale insieme deve, evidentemente, appartenere a tutti gli insiemi E rela- 
tivi ai polinomi componenti ti,, e quindi a tutti gli insiemi E relativi a 

" a — - ' —^~q — ~ * " ■ " N^ segue che il sistema (2) relativo a n. deve ap- 
partenere a tutti i sistemi (2) relativi ai polinomi componenti n.: ciò è im- 
possibile per il modo con cui tali polinomi furono scelti. 

Resta dunque provato che esiste almeno una curva C, = che appar- 
tiene a tutti i sistemi (2) relativi ai polinomi d'approssimazione. Lungo la 
curva C. tutti i polinomi d'approssimazione coincidono con n'i'; e poiché 
tale curva contiene infiniti punti {x^y,) in cui è 

n'i' (x. ».) = f {ac. y:) + f*. i (*, I = (*, 
esistono infiniti punti {x^y^ in cui la 

^.i?Oryr) = f(X.y.) + \'r 

è soddisfatta per qualsiasi polinomio d'approssimazione di grado « di f(xy). 
La proposizione è cosi pienamente dimostrata. 

15. L'insieme di tuUi i polinomi d'approaéitìMeione di uno stesso grado 
di una funzione continua f{xy) {data in un certo campo A) costituisce una 
varietà di funzioni egualmente continue. 
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Infatti, poiché tutti i polinomi d'approssimazione di uno stesso grado n 
devono soddisfare, in tutto A, alla condizione 

ne viene che tali polinomi sono, in tutto A, compresi tra i Uniiti finiti Af-l-fi 
e — (Jlf + ft), dove M iodica il massimo valore di \f(xy)\ in A. Ne sef^e, 
per il n. 3, che i polinomi detti costituiscono una varietà di funzioni egual- 
mente continue. 

Risulta allora (*) che esistono, per la varietà dei polinomi d'approssima- 
zione di grado n della f{xy), una funzione limUe superiore l}(xy) ed una 
limite inferiore V {x y), ambed^te continue. Tutti i polinomi d'approssimazione 
detti saranno, in A, compresi tra queste due funzioni, e sarà, evidentemente, 
in tutto il campo consideralo, 

\f{xy)-XJ(,xy)\^jx, \f{xy)^V{xy)\^v^ 
donde 

\V(xy)-V{xy)\^'ì^.. 

Di più (n. 14) le runzioni V{xy) e F{xy) in almeno n + 9 punti di A 
coincideranno assumendo i valori 

/(»., ».) + (*., /(«., !/.) + (*i,---. /'(«.+., sr,^,) + (*-+., 

Si può anche osservare che i polinomi d'approssimazione di grado n di 
f{xy) riempiono completamente, in A, tutto lo spazio compreso tra U{xy) 
e V (a; y), poiché per un punto qualunque intemo a tale spazio passa sempre 
un polinomio d'approssimazione. Per vedere ciò, indichiamo con {x, y, z) un 
punto interno allo spazio considerato: sarà 

V{x, y)<z<U{x, y). 

Per la definizione stessa delle funzioni U{xy) e V{x y), esisteranno cer- 
tamente due numeri a, e z,, soddisfacenti alle disuguaglianze 

V{x, y)^z,<0<i,^V{x, y), 



(*) C. Arzblà, luogo citato. 
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e tali che esìstano due polinomi d'approssimazione di grado m che soddisfino 
alle uguaglianze 

n'" (». »)=«., n'I' (ir, y) = «, . 
Consideriamo allora il polinomio di grado » 

(J- z,) n»> (a; y) + (g, - 7} n'i' (tpy) ^ 

il quale nel punto {x y) ammette il valore z. È 

■ \f(xif) <^ ~ ^') "'" ^'^' y) + <"' ~ ^> ""' ^'^ ^^ I - 

I 2, — Z,\ ' ' 

dunque anche (l) è polinomio d'approssimazione. Resta cosi provata resi- 
stenza di un polinomio d'approssimazione dt grado n, U quale in (ir, y) as- 
sume il valore z. 

16. È evidente che nel caso in cui v'è un solo polinomio d'approssi- 
mazione di grado n di f{xy): n,{xy), è 

Uixy) = nAxy)~Vixy). ' 

Viceversa, se in tutto A è 

Vixi,)mV{xy), (1) 

esiste un sol polinomio d'approssimazione n,{xy), ed è 

n,{xy)=U{xy)~ V{xy), 

Anzi, per questo non è necessario che la (I) sia verificata in tutto A: 
basta che lo sia in una parte, comunque piccola, di ^ ; o meglio, basta che 

lo sia in I 1~ I pùnti che non giacciano tutti sopra una medesima curva 

algebrica di ordine n: infatti, in tale ipotesi, tutti i polinomi d'approssima- 
zione, assumendo in tali punti gli stessi valori, risulterebbero identici. 
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17. Possiamo osservare che, se, per ogni polinomio d'approssimazione 
di grado », si ha che i punti di A in cui è 

!/'(a=y)-n,(^y)| = [x (l) 

(n + 2\ 
9 I ' 

nella matrice 

\ afl, si . ^r' y» , ■ ■ ■ , ìk, , y, , 1 



Hi yt< "'J'' y» j'v - - ) *» I Vft 1 



(che è la matrice del sistema P. {«, y.-) = 0, (r = l, 2,..., v) dove, come al 
solito, P,(xy) indica un polinomio di grado « e (a;^, y^) (r = 1, 2,..., v) sono 
i punti di A nei quali è verificata la (1)) almeno un determinante di or- 

trice, almeno un determinante di ordine j ^^ I pure diverso da zero, allora 

esiste, in A, un solo polinomio d'approssimasion€ di grado n della funzione 
considerata. 

Per vedere ciò, mostriamo che, nelle ipotesi poste, il numero v non può 

essere minore di. ^ . Considerando nel sistema 

P, X', -\- p, y"; -\ h p»-, 1», + p„_, y,~\-py = fi, 

P,x;+p,y;^ h Ph-ì ic, + pt,-, yt-\- Ps^ f^, 



p, aj; +p, y'i-\ h p„_, X, ^- p„_, y, + p„ = ;. 

doveèiV = (" + ^). 



l>.,^f(x,y,} — U,ix,y,), 

listema scritto è, per le i^ 
le costruire un polinomi* 

P,{x.y.)^^. (r = t, 2,. 



le p come incognite, il sistema scritto è, per le ipotesi fatte, certamente pos- 
sibile. È dunque possibile costruire un polinomio di grado » tale che sia 
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Ripetendo allora il ragionamento fatto al n. 2 del § 1, si vede che, per 
un valore conveniente di w, è, in tutto A, 

I /•(» ») - ] n. (x y) + 6» i>. (« y) j I < (*• 

con |Ji'<C{i, il che contraddice all'ipotesi che n,{xy) sia polinomio d'appro^ 
simazione. 

Stabilito questo, supponiamo che esistano per la f(xy) due polinomi 

1. 



d'approssimazione di grado n: Ti^{xy) e n,{xy). Siccome anche — ^ 
sulta polinomio d'approssimazione, la 

I . , . n.lxy)-\-n,(xy)\ 

\f{xy)— "'■ ^'^ -^ ^^ | = [* 

. I punti tali che sia 






E, poiché in tali punti deve essere 



«if, y:r, 1 



,, , n.(xy) + n,{xy) -, , „ , 
f(xy)~ -v ìf'J ^' = ;(a, y) „ n, (a; 



= f(xy)-n,{xy), 



si ha che n,{xy) e n^{xy) assumono lo stesso valore in almeno n punti a 
determinante D diverso da zero. Ciò porta 

n, (a; y) = n. (a; y). 

18. Dimostriamo ora la seguente proposizione : 
data, in un cofnpo A, una .funzione f{xy) continua, e preso un numero 
positivo n, piccolo a piacere, si può sempre trovare un numero positivo e tale 
che, per ogni polinomio d'approssimazione n'„ {x y) di grado n di una qual- 
siasi funzione continua g {x y\, soddisfacente, in tutto A, alla condizione 

.f{xy)-g{xy)\<t, 
Annali di Mat«tn<itiea, Serie III, Tomo XV. lì 
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esista sempre un polinomio d'approaaimaBione {deUo sUmao grado «t), n. {x y), 
di f{xy), che soddisfi, in tutto A, aUa disuguagUanga 

!n.{a;^)-n'.(iBi/)[<Ti(*). 

Supponiamo che la proposizione enunciata non sia vera. Allora, presa 
una successione di numeri positivi, decrescenti e tendenti a zero, 

.,, ' — (1) 

per ogni e. di tale successione si potrà sempre trovare una funzione con- 
tinua g„{xy\ soddisfacente, in tutto A, alla condizione 

e tale che, per almeno uno dei suoi polinomi di approssimazione di grado »: 
n'z' (x y), non esista corrispondentemente un poUnomio d'approssimazione 
dello stesso grado, n, (cc^), di f{xy) tale che sia, in tutto A, 

1 n. (« y) — n':' {xy)\< -n. 

Detto (A il massimo di 

\f{xy)-n,{xy)\ 
in A, dalla 

\9„{xy)-n.{xy)\:^\g„{xy)-^f{xy)ì + \f{xy)^n.ixy)\<y. + t_ 

si trae 

I ff„ {x y) — n'r ixy)\<'i + i^, 
e perciò 

\f{xy)^ fi*:' {xy)\^\f{xy)-g^{xy)\ + ^g„ (x y) ~ n':> (a; y) | 

|/{xi,)-nr(a;y)l<f. + 2e., (2) 

la quale sarà soddisfatta in tutto A. 
Considerando allora la successione 

n'i'fa!»,), n'Vixy),..., n':>(x »),..., (3) 



(•) Questa proposizione. Del caso delle fìinzioiii di una sola variabile, coincide con quella 
data al n. 7 del primo paragrafo. 
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si ha, per la (2), che per o(^iiì valore di m è, in tutto A, 

■f(xy)-n':'{xy)\<i^ + ^^,, 
vale a dire, in tutto A, 

ln':'(a;ff)|<M+fi + 2e,, 

essendo Af il massimo di \f{xy)\ in A. I polinomi (3), essendo cosi tutti 
compresi tra due limiti tiniti, costituiscono (n. 2) una successione di fun- 
zioni egualmente continue, ed ammettono perciò (*) almeno una funzione li- 
mite, la quale, per il n. 3, non è altro che un polinomio di grado n. Sia 
P.(xy} un polinomio di grado « funzione Ituiite di (3): dimostriamo che, 
in tutto A, è 

\f(xy)~P,{xy)\^i>.. 

Supponiamo che ciò non sia; allora, detto n' il massimo di 

]f(xy)-P,{xy)\ 

in A, avremo [*'>■ j e, per essere la (1) composta di numeri positivi tendenti 
a zero, potremo sempre trovare un m tale che, per ogni m^m, sia 

Ne segue che, per ogni «)>■»», è in forza della (2), in tutto A^ 

onde, per essere P,{xy) funzione limite di (3), 

|/'(«!,)-P.(a;s)|=st^, 

il elle contraddice all'ipotesi che |i' ("•*> ^'ì sia il massimo di 

lf{''y)-P.{xy}\. 

("XAbzelì, luogo citato, n. 3. 



- P- — 1> 
4 
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Si conclude, perciò, che P,{a!y) è un polinomio d'approssimazione di 
grado tt di f{xy): 

PJxy)=à,(xy). 

Dalla definizione di funzione limite di una varietà di funzioni egualmente 
continue segue, allora, che in (3) vi sono infiniti polinomi ì quali, in tutto A, 
appartengono all'intorno 

U.{!ey) — -n, Tl.{xy)-hr., 

vale a dire, che in (3) vi sono infiniti polinomi che in tutto A soddisfano 
alla condizione 

\n.{x y) — n':' {xy)\<ii: 

e ciò contraddice all'ipotesi fatta. 

La proposizione è cosi dimostrata. 

19. Anche qui, nel caso di due variabili, il problema della determina- 
zione di un polinomio d'approssimazione di una data funzione continua 
f{xy) si riconduce (mediante la proposizione dimostrata al numero prece- 
dente) al caso particolare in cui la f{xy) detta sia una funzione razionale 
intera. E ciò nel senso che il saper calcolare un polinomio d'approsaimazione 
di dato grado n di una qualunque funzione razionale intera porta che »i sappia 
calcolare, con quell'approssimazione che si vuole, un polinomio d'approssima- 
zione dello stesso grado n di una qualsiasi funzione continua. 

Infatti, detta f(xy) la funzione continua e preso un numero positivo r,, 
piccolo a piacere, si può sempre prendere {per il numero precedente) uh 
numero e, positivo, in modo che, essendo n',{xy) un polinomio d'approssi- 
mazione di grado n della funzione continua g(xy), soddisfacente, in tutto 
il campo che si considera, alla condizione 

\f{'ey)~g{'«y)\<h 

si possa poi sempre trovare un polinomio d'approssimazione di grado n della 
f(xy) tale che sia, in tutto il campo detto, 

\n,{xy)~n\{xy)\<-n. 

Si conclude die se, in forza dell'estensione a due variabili del teorema 
di Weiehstkass ricordato al n. S del primo paragrafo, si prende per funzione 
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gixy) un potinomio P.{xy), e per questo si calcola un polinomio d'appros- 
simazione di grado », n',(xy), questo polinomio rappresenta a meno di ti 
un polinomio d'approssimazione di grado n di f{xy). 

In quanto poi alla determinazione di un polinomio d'approssimazione di 
una funzione razionale intera, non possiamo qui dare un metodo algebrico 
analogo a quello dato, per il caso di- una sola variabile, al n. 8 del § I; e 
ciò perchè il teorema del n. 14 non riesce a darci un numero dì equazioni 
algebriche uguale alla differenza tra il numero delle incognite e quello delle 
dimensioni dello spazio dei polinomi d'approssimazione (del grado che si 
considera) della funzione data. Dovremo perciò, in generale, determinare i 
punti di massimo e di minimo della funzione razionale ìnidra. f{xy) — P^i^y) 
(dove P,{xy) è il polinomio generale di grado n), e ciò si farà, algebrica- 
mente; poi trovare il massimo dei moduli dei valori che la f{xy) — P,{xy) 
assume in tali punti, ed, infine, determinare i valori dei coetìcienti di P,{xy) 
per i quali tal massimo raggiunge il suo minimo valore. 

30. Anal<^amente a quanto si è detto al n. 9 del § I, possiamo dire 
che il numero ;',, che dà il massimo di \f{xy) — U.{xy)\ in ^4, è una fun- 
zione di n univoca, sempre positiva o nulla (sempre positiva se f{xy) non 
coincide in A con un polinomio), e sempre non crescente (per la definizione 
stessa di polinomio d'approssimazione di grado dato). Ne segue che (i. tende 
ad un limite 1, che il noto teorema di Weirrsthass sulla rappresentazione 
delle funzioni continue mostra essere uguale allo zero. 

Anche il grado «». di n.{xy) è una funzione univoca di n; ed è anche 
una funzione sempre non decrescente. Se f{xy) non coincide in A con un 
polinomio, il limite zero, a cui tende fi;» al crescere indefinito di n, non può 
essere un mìnimo per i/-., talché, al crescere indefinito di n, ft. assume cer- 
tamente ìntinìti valori distìnti. E poiché dalla disuguaglianza ft,=|=((, segue 
l'altra m, =|=t»,, sì conclude che m., al crescere indefinito di n, assume in- 
finiti valori, vale a dire (poiché tali valori dìiferiscono tra loro almeno di 
un'unità) che tu. tende all'infinito. 

Consideriamo, ora, la serie dì polinomi 

n,(xy) + {n,{xy)-n,{xy))-i \.{a,(xy)-n,_,{xy))-\-... (1) 

dove a,{xy) è un polinomio d'approssimazione di grado n dì f{xy). Si ha 
sùbito, per quanto é detto sopra, che la serie scritta converge uniformemente, 
in tutto A, verso f(xy). Dì serie come la (1) (ossia di sviluppi dì Tchbby- 
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CHEv)(*) per una data funzione continua f(xtf) (data in un determinato 
campo ^) ne esiste sempre almeno una; in generale, però, ne esistono infi- 
nite. Tutte queste serie dì Tchebychev godono della proprietà di dare, fra 
tuUe le serie di polinomi di grado suceeasivamettte crescente, uniform&nente 
coniverffetUi, in tutto A, verso la /(asy), la pia rapida convergenga. 

Nel passaggio dal caso di una sola variabile a quello di due, la rappre- 
sentazione delle funzioni continue mediante 9erie di Tckebffchev perde una 
I»<oprietà importante: queiia d^a uniiiocità. 



(*) Li ctùamerema cosi. 
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Premio Ulisse Dini 
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circa, raccolta dalla sottoscri sione, è stata destinata (dedotte 
le spese e le imposte) (talla Facoltà di Sciense di questa 
Università alla fondasione di nn premio Ulisse Diui, da 
erigersi in ente morale e da assegnarsi secondo le norme 
dello Statuto approvato dalla Facoltà stessa. La domanda 
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I polinomi d'approssimazione di Tchebychev. 

{Di Leonida ToNtiLLi, a Bologna.) 



PARTE SECONDA 



1. l^liiaiii ere Ilio polinomio lrigo«o»ietrico {di due variabili) di ordine n 
la funzione 

^ (ar y) ^ ^ 2 ('*-■■ '"^^ rxcos8y + 6„ sin rxcos8y + 

-\~ a'r, cos r X sin « 1/ + 6'„ sin rxsinsy) 

ove è sempre s + f ^ h. Con facile computo si vede che il numero dei ter- 
mini di tale polinomio è uguale a 2n' + 2»+l (naturalmente non ai con- 
tano quei termini che contengono un seno con l'indice r od s nullo). Nel 
caso di una sola variabile si ha 

2, (a;) ^Ot + a, cos te + 6, sincc ^ ■ ■ -4 a,cosnx-\-b, sin nx, 

ed il numero dei termini è 2rt-|-l. 

Evidentemente, un polinomio trigonometrico è una funzione ad un va- 
lore, finita, continua e derivalnle in tutto il piano xy, eccettuato l'elemento 
all'infinito di tal piano. Un polinomio trigonometrico ammette poi, rispetto 
ad a; e ad y, il periodo 2 ::. 

2. Siccome in questa seconda parte noi consideriamo sempre funzioni 
ammettenti, rispetto ad ambedue le variabili x ed y, il periodo 2 n, sarà, 
sufficiente considerare tali funzioni nel quadrato che ha i lati passanti per 
i punti {x = — 7T, y =^ 0), {-, 0), (0, —~), (0, it). II campo determinato da 
questo quadralo lo chiameremo A; i lati del quadrato clie passano per i 

Annali di Matematica, Serie III, Tonio XV. 13 
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punti ( — TT, 0), (0, — -u) lì consideriamo appartenenti ad A; non così invece 
gli altri due. Dei vertici del quadrato solo { — i:, — x) si considererà appar- 
tenenti al campo A. 

3. Con metodo perfettamente analogo a quello usato ai numeri 1, % 3 
del § II della prima parte, si dimostrano le proposizioni seguenti : 

I. / coefficienti di ttn polinomio trigonometrico non possono, in modulo, 
superare un certo numero finiio dipendente solo dall'ordine e dal massimo 
modulo del polinomio sfesso. 

II. Una varietà 

« = |2-(*i/)j 

di polinomi trigonometrici di ordine n, tutti contenuti tra due limiti finiti, è 
una varietà di funzioni egualmente continue, 

III. Se si ha una varietà 

di polinomi trigonometrici di ordine », tutti contenuti tra due limiti finiti, ogni 
funzione limite di tale varietà è un polinomio trigonometrico di ordine ». 

4. Dimostriamo per i polinomi trigonometrici di una sola variabile la 
seguente proposizione : 

Un polinomio trigonometrico di una variabile di ordine n ha, nel campo 
della variabile complessa, 2 « zeri non congrui tra loro rispetto al modulo 2 jc. 
Vale a dire l'equazione 

«o + «i cosa! + 6, sinarH 4-». cos» j; + 6„ sin na: = (l) 

ha 2n radici nel campo della variabile complessa compreso tra le parallele 
all'asse immaginario passanti per i punti (0, — ;:) e (0, ic); la prima delle 
quali si considera appartenente al campo, la seconda no. 

Per dimostrare la proposizione ricordiamo le due formole di Moivre 

(n\ .-» -1 , /»\ — • . 
cos nic = cos a; — I ^ cos x sm" ic + l . | cos «sin x — • - 



1 



c^l „ [cos a;sm a;-f-l _ [ 



Se, mediante queste formole, esprimiamo tutti i seni e coseni che figu- 
rano in (1) in funzione di sena; e cosx, e sostituiamo poi alle potenze pari 
di cosic l'espressione relativa in funzione di sino;, otteniamo un'equazione 
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della forma 










A, + A, 


sinx 


-\- Ausìli' x~ — 


■ + A, sin' 


■x + 






-t- cos X (Ba + 


B, sin X -', 


- ■ ■ ■ + B- 



•x)~0 \ 

{le due forniole precedentemente ricordate mostrano che in ogni termine 
dello sviluppo di cos «a, o sin»», la somma degli esponenti di sin a; e cosa; 
è uguale ad «). Ponendo qui 

y = sin X, 

sì ha che la (2) è equivalente al prodotto delle due equazioni 

A, + A,y + A,if'^ hA.ifit^l—y{B,+B,y-\ \- B,_, y-') = , 

cioè a 

iA, + A,y+A,f + ---\-A,y"y-{\-y'){B„+B,y-^ \-B.^,y'-y=0. 

Quest'equazione ammette 2 n radici, dunque la (2), ossia la (l), ammette, 
nel campo detto, 2 n radici. 

Osservazione. — Da quanto precede risulta che 

il problema della determinazione degli zeri di un polinomio trigoitoinetrico 
è, a meno della risoluzione dell'equazione in x 

y = sin X, 
un problema algebrico. 



1. Sia f{xy) una funzione reale delle variabili reali x ed y ed ammet- 
tente, rispetto ad ambedue le variabili, il periodo 2s; essa poi sia fmita, 
continua e ad un valore. 
La differenza 

Y{xy) = f{xy)--^.ix}f), 

dove S-(^i') ^ '■'" poli'ioi'i'o trigonometrico d'ordine h, risulta, perciò, tinila 
e continua; tale sarà anche ] Y{xìf)'. Ne segue che | 1'! raggiungerà, nel 
campo A di cui si è parlato al § 1, almeno una volta il suo massimo wt^O, 
il quale, al variare dei coefficienti di ^.(xy), varicrà ed ammetterà un li- 
mite inferiore (a S: 0. Se per i coefficienti di 21- esiste un sistema di valori 
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('ro Pro "V.! t^V.) tale che sia sempre 

dove è 

r,. (■'^ ^) = S 2 ('r. cos r X cos s y-\- p„ . sin r x cos » i/ + 

+ a'„ cos r a; sin sif-\- ^\, sin r xsin* i/), 

diremo clie T„{x y) è mk polinomio trigonoinelHco tVapprossinmzione di or- 
dine n della f{xy). 

2. Con ragionamento identico a quello usato al n. 5 del § H, P. P., 
si dimostra die 

esiste sempre almeno un polinomio lrigoHO»teÌrÌco d'approssimazione di 
ordine n per la f(xy). 

Si vede anche qui che, se f{xy) non coincide con un polinomio trigo- 
nometrico di ordine », (*■ è certamente maggiore di zero. 

3. Si dimostrano anche qui le proposizioni (vedi n.' 6 e 7, § II, P. P.). 

I. Se T,{xy) è un polinomio trigonometrico d'approssimazione di or- 
dine n di f{xy), cT,{xy) (dovete una costante) è un polinomio trigonome- 
trico d'approssimazione, dello stesso ordine n, di cf{xy). 

H, Se T,{xy) è un polinomio trigonometrico d'approssimazione di or- 
dine n di f{xy) e J. (x y) è un polinomio trigonometrico di ordine n, 
T. (xy) + 2. (xy) è un polinomio trigonometrico d'approssimazione dello stesso 
ordine n, di f{xy)-\- S"(*J/)- 



in. 



1. Limitandoci, in questo paragrafo, alle funzioni di una sola variabile, 
dimostriamo che 

per una funzione f{x), finita, continua (reale e ad un valore) ed ammet- 
tente il periodo 2 tc, esiste un solo polinomio trigonometrico d' approssima fftone 
di ordine n. 

Detto T„ (x) un polinomio trigonometrico d'approssimazione di ordine n 
di f(x), consideriamo la differenza 

f(x)-TAx) 
in tutto l'intervallo ( — -, +tc), estremi compresi. Per questa differenza po- 
tremo costruire gii intervalli L di cui si è parlato al n, 5 del § I (P. P.). 
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Siano essi in numero di p. Ricordiamo che, detti A' e A' gli insiemi dei 
punti di (— «, 5t) tali ciie sia in essi, rispettivamente, f{x)—T,{x) = T:, 
f (x) — T^ (x) =^ — }f. ([j. essendo il massimo di \ f {x) — T„ (x) [), in ogni inter- 
vallo L cadono sempre punti dell'insieme A' + A". In un intervallo L ca- 
dono poi solamente punti di A' o di A"; e, se in L. cadono punti di A' (o 
di A'), in L,_, e L^^, cadono punti di A' (o di A'). Ricordiamo anche che i 
punti S {<;he sono quelli che dividono (— -, -) negli intervalli L) distano dai 

punti di A' + A" di almeno -^-S, dove S è un numero positivo tale che, in 

ogni intervallo di ampiezza 5 di (— i;, it), la funzione f(x) — T^{x) compie 



Vogliamo ora dimtstrare la disuguaglianza 
?>>2»+l. 

Supponiamo, infatti, che sia. p^'ìn+ l, e distinguiamo due casi. 
1.") sia p dispari. Indichiamo, allora, con ^p-ii-") '' polinomio trigo- 

~ì' 

jj ] 

nometrico di ordine —^- - ^n che si annulla nei punti ;, , 5i,..., ;,_, (*). 

2-_i {^) ifi (— ~. ") si armulla solo nei punti Ì detti (ciò per il n. 4 del § I 

(P. S.) e perchè, non armullandosi in — -, non può annullarsi tiej>pure in re, 
causa la peno^Hcilà): ciò porta che Y_, (x) cambia segno solo quando passa 

da un inter\'a]!o L al successivo. Ne segue che, prendendo convenientemente 
il segno del moltiplicatore w, potremo far si clte w ^_, (x) sia positivo negli 

intervalli L che contengono punti di A' e negativo negli altri. Negli intervalli 



(*) Questo polinomio si determinerà risulvpndo il eistema 

<i,-H«,co8E..-i-6.8iii5„-|-... + ap ,co3?~-5, -f 6p_iBÌn''=J^=0 

ì i" 

rispetto ad o, , n, , 6, ... ., Oj,_i , 6p_i . I punii 5|. {,,,.., 5^-i , potranno sempre pi'eiiderHi 
in modo che il sistema Relitto ammetta per soluzione un sistema di valori non lutti nulli. 
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2p_i(a5), non potendo essere nullo, avrà (essendo funzione continua) un 

minimo valore assoluto i certamente diverso da zero. 

3 
Poiché i punti ; distano da quelli di A' + A' di almeno -y, S, ne segue 

che tutti gli intervalli di ampiezza S ed aventi per punto di mezzo uno dei 
punti di A' -r-A", sono interamente conteiuiti negli intervalli (l). Si ha, perciò, 
che, in ogni intervallo di ampiezza 5 ed avente come punto di mezzo un 
punto di A', è 

i,-t<f{x)-T,{x)^;i. 

dove M indica il massimo modulo di ^„_,(x). Ne segue cJie, se si prende 
|(oK^ --. è, in tutto l'intervallo detto, 

o</H-r.(x)-,.2^,(a!)<^-l»|, 
j/'W-jr.(x) + »2;_,(a,)j|<«-i»h. 

Analogamente si vede clie questa disuguaglianza è verificata anche in 
ogni intervallo di ampiezza S avente come punto di mezzo un punto di A'. 
Ragionando ora in modo analogo a quanto si è fatto alla fine del n, 3 del 
§ I (P. P.) si vede che in tutto (— ~, tc) è 

con ii.'<C^; il che è assurdo j)erchè T„{x) e polinomio trigonometrico d'ap- 
prossimazione di ordine n, e 7". (j;)4-w 2n-i l-*^) ** "J" polinomio trigonome- 
trico pure di ordine n. 

2") sia p pari. Gli intervalli L, e /.,, (che contengono, rispettivamente, 
i punti — -, tv) non possono, allora, contenere punti di uno stesso insieme 
A' o A". Ne sogno, per la periodicità, die - e — - non appartengono all'in- 
sieme A'^A". Sia e il valore di f(~} — T,{-); sarà, naturalmente, |c1<;ijl. 
Sìa poi (- — S', -) un tratto tale che in esso la f(x) — T, (x) faccia una 

oscillazione minore di —^,y ■ Dotto 5 un numero positivo soddisfacente 
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alla condizione - 

è evidente ciie nell'inlervallo (;t — S, -) non può cadere alcun punto di 
A'~{-A". Consideriamo, allora, il polinomio trigonometrico di ordine ^ che 

si annulla nei punti $,, 5,,..., S^_,, ti — j- (*)■ Questo polinomio 2i p («) è di 

T 
ordine minore od uguale ad «, percliè, essendosi supposto p ^ 2 n + 1 con p 
pari, deve essere ;> ^ 2 «. 

2p (*) annullandosi solo nei punti i,, ;,,..., S,^,, ~ — ^ - di (— r, t), 
cambia segno solo quando passa da un inter\'al!o /- al successivo e quando 
passa per il punto ^~ r ■ Considerando rinlervaÙo L^ limitato al punto 

~ — -7 ■ • possiamo, prendendo convenientemente il segno di w, far si che 
" ^ p (^) sia positivo negli intervalli L che contengono punti di A' e nega- 
tivo negli altri. 
Negli intervalli 

(-71, P.-S), (;. + S, 5>-5),..., {;,.. + 5, ;,_.-% (5,_, + S, 7r--|) (2) 

2 p {»), non potendo essere mai nullo, avrà un mìnimo valore assoluto o >.0, 

Negli intervalli (2) saranno poi' anche completamente contenuti tutti gli 
intervalli di ampiezza S aventi come punto di mezzo un punto di A' + A': 
ciò perchè ogni punto 5 dista da quelli di A' + A" almeno di ,* S> ^ 8, e 
perchè in (ir — S, -) non cade nessun punto di A' + A'. Segue che, in ogni 
inter\'ailo di ampiezza S ed avente come punto di mezzo un punto A', è 
f.~t<f{x)-T.{x)^:'. 

(•) Vedi nota pag. 99. 
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/dove il/ indica il massimo modulodÌ2p(''')\; ossia, se si prende | w|<;^,- - > 

|/^(a;)-|r„H + ..S^{x){l<,..-Wla, 

la quale disuguaglianza si mostra subito essei* valida anche in ogni inter- 
vallo di ampiezza 5 avente per punto di mezzo un punto di A'. Ciò porla, 
come nel caso precedente, all'assurdo. 

È cosi dimostrata in lutti i casi la disuguaglianza p>>S» + l. 

Facciamo, ora, vedere che esiste un sol polinomio trigonometrico d'or- 
dine n tale che per esso sia p>!2« + 1. 

Esista, se è possibile, oltre T, (x), un altro polinomio trigonometrico di 
ordine », ^.(x), tale che per esso sia j)>2m + 1. Detto m il massimo di 
/"(a;) ^ 2, (x) I in {—-, ~), deve aversi m^[i (essendo T, («) polinomio di 
approssimazione). 

Consideriamo, allora, gli intervalli L relativi alla differenza f{oe) — 2» {^)- 
In ognuno di essi ! f(x) — 2. i^) I faggiunge una volta almeno il suo massimo 

Scegliamo perciò in ogni L un punto in cui |/{ir) — 2- (■") I raggiunge 
il valore m. 

Siano, tali punti, 

«,<«,<■■■<«, (p>2tH-l); 
in essi la differenza f{x) ~ 2" (•") assumerà i valori, qualora sia, per esempio, 

IH, — IH, IH, — IH,... 

Considerando, allora, il polinomio trigonometrico d'ordine n 

2A-«}-]f(^)~lA^)\-\f(^)~TJx)\^, 

avremo, essendo f- :^mì, 

Dico che queste disuguaglianze portano all'idenliti 
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Infatti, se ciò non fosse, il polinomio ^„(x) avrebbe nell'intervallo {a,, 
a,) almeno un minimo, in (a^, a,) almeno un massimo, in (a, , «j) almeno 
un minimo, e cosi via; avrebbe cioè, nell'interno dell'intervallo ( — -, w), più 
0\ p — 2>-2» — 1 punti di massimo o di minimo. Ora osserviamo clie il 
numero p — 2 è maggiore dì 2to nel caso di 2)>2m-]-2, ed aguale a 2» 
nel caso di jj~2»4-2. Ma, in quest'ultimo ca-so, osserveremo die, per es- 
sere pari il numero p, è 

e, per la periodicità, / 

2~{«. + 2 7t)^0, 

con «,_, ■< a, < 3i H- 2 it. Ne segue che in (a,_, , a, 4- 2 ::) il polinomio ^. (ic) 
deve avere un altro minimo, il quale è certo distinto da tutti quelli già con- 
tati, percbè l'ultimo di questi si trova nell'intervallo (3!p_i, a,^,). Questo 
nuovo minimo cadrà o su (a^_i, -) (- escluso), ed allora sarà interno a 
(— -, -^y, oppure su {in, a, + 2 t) ed allora, per la periodicità, ci dovrà essere 
in {-, a,) im altro punto di minimo. Ne segue che, se è p = 2n + 2, oltre 
ì p — 'ì punti di minimo e massimo già contati, ve n'è in (jt, — k) (primo 
estremo incluso, secondo escluso) certamente un altro. Si conclude, perciò, 
clie2-{^) l^a sempre in {—tu, it) (secondo estremo escluso) un numero di 
massimi e minimi maggiore di 2«. E ciò è assurdo perchè la derivata di 
2, (ik), essendo un polinomio trigonometrico di ordine n, non può avere che 
2 n radici nell'intervallo dello (§ I, n. 4). 
È dunque 2"(^)=^' **' perciò, 

2.(«) = nw. 

Risulta cosi completamente dimostrata l'unicità dei (jolìnomi trigonome- 
trici d'approssimazione (*). 

2. Dalla dimostrazione precedente segue anche la proposizione: 

Condizione necessaria e succiente affinchè un polinomio irigonomeirico sia 
polinomio d' approssimasione di ordine n è che il numero degli intercalli L 
relativi ad esso sia superiore a 2» 4-1. 



(*) Questa dimostrnzione è modellata su quella del Bougl relativa ai polinomi algebrici 
(vedi loc. cit.). 
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Segue da ciò che neirititervallo (— -, ~), t: escluso, vi sono sempre 
2n + 2 punti 

«,<«.<■■■<«,-., 

tali che in essi la differenza f{x) — T„{x) assuma, alternativamente, i valori 
u. e — (/.. Ciò è evidente nel caso clie il numero degli L sia maggiore di 
2n + 2. Se tiil numero è uguale a '^2n-\-% basta osservare che il punto ■^ 
non può essere tale da rendere soddisfatta l'eguaglianza \fi~) — 3',(^)|=C^) 
perchè, allora, dovrehhe essere (per la periodicità) 

s /(-«)-r.(-'v) = /-(=)-r.(=), 

il che è assurdo per essere il numero degli intervalli L pari. 

3. Con metodo identico a quello usato al n. 18 del § II (P. P.), si di- 
mostra anche qui la contlnuUù della corrispondenza tra una funzione con- 
tìnua a periodo 2ji; ed il suo polinomio trigonometrico d'approssimazione 
di ordine dato. Si dimostra cioè c!ie 

ae jT, (x) e T,{x) sono i polinomi trigonometrici d'npprosnimazione di 
ordine n di dite funzioni finita e continue, a periodo Si: f(x) e g{x)\ preso 
un numero vi ponitiro e pictolo a piacere, kì può semi)re trovare nn numero 
positivo e tale che, per ogni funsione g {x) soddinfacente alla condizione 

|/-(«)-OWI<«, 
sia 

\T.{x)-r.{x)\<-n. 

Ciò porta anche che, per un e conveniente, i coeRlcienti corrispondenti 
di T, (x) e r'„ (x) differiscono tra loro per meno di vi. 

4. Nel caso in cui la funzione f(x) sia un polinomio trigonometrico, 
la determinazione del suo polinomio trigonometrico d'approssimazione di 
ordine dato si riconduce, analogamente a quanto si è detto al n. 8 del § 1 
(P. P.), alla risoluzione di un sistema di 2(2n-f-2) equazioni algehriche a 
2(2M-f-2) incognite, ed alla risoluzione dell'equazione in x: y^^sinx. Sì 
può dire perciò che 

se la funzione f{x) è un polinomio trigonometrico, il problema della de- 
terminfizione del polinomio trigonometrico d'approssimazione di ordine dato è, 
a meno della risoluzioiw dell'equazione in x:y^ sin x, nn pròble*nn algebrico. 

Ricordando che una funzione continua è sempre rappresentabile, a meno 
di t, mediante un polinomio trigonometrico, si ha che il saper calcolare il 
polinomio trigonometrico d'approsaimazione di dato ordine dì un qualunque 
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polinomio trigoywmetrico porta che si sappia calcolare quello di ìtna qualsiasi 
funzione continua a periodo 2 -, con quelV approssimazione die si vuole. 

5. Il poliìiomio trigonometrico if' approssimazione di ordine n di una 
funzione continua, a periodo "I-k, e pari, è una funzione pari. 

Infatti, detto T, (x) il polinomio trigonometrico d'approssimazione di or- 
dine n di f{x), essendo sempre 

irw-r.(a;)|-|/,- 

il che porta che T. ( — x) è anch'esso polinomio d'approssimazione di or- 
dine n, e quindi ciic è T.{—x)^ T,{x). T,{x) è perciò funzione pari. 

6. Analogamente a quanto si è detto ai n. 9 del § I (P. P.), può dirsi 
che, al crescere all'infinito di n, ft, temie a zero, ed m, {dove m, indica l'or- 
dine di T,{x)) ah'infinito. Ne segue che jT. (ce) tende uniformemente, per 
M = oo a f{x).f{x) può, perciò, svilupparsi nella serie uniformemente con- 
vergente 

f{x) = r. {x) + (T. ix) - r, {X)) + . . + (r„ [x) - r,^, {x)) + ■■■ 

Questa serie gode della seguente proprietà caratteristica : 
fra tutte le serie di polinomi trigonometrici di ordine successivamente cre- 
scente, uniformemente convergenti verso la f{x), essa dà la piìi rapida con- 
vergema. 



1. Venendo al caso di due variabili, si può dimostrare, analogamente 
a quanto si è fatto ai n. 8 del § II (P. P.) che il massimo y. di 

\f{xij)~TA^V)\ 
è uguale tanto al massimo quanto al valore assoluto del minimo di f(xi/) — T. (xy). 
Detto, poi, E l'insieme dei punti {x, y) del campo A, di cui si è parlato 
al n. 2 del § 1 (P. S.), soddisfacenti alla condizione 

\f{x, y)-l\(x,y)\=^, 
si ha, indicando con s un numero -\ ed avente segno contrario a quello 
della differenza f{x, y)—,T.{x, y), che 
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condizioHe necessaria e succiente affinchè T„ {x y) aia un polinomio trigo- 
nometrico d'approssimazione di ordine n di f{xy), è che non ai possano tro- 
vare dei numeri 

o„, &,,, a-,„ b'... (r = 0, 1, 2,..., n; « = 0, 1, 2,..,, n-r) 
e contemporaneamente un sistema di valori s, soddisfacenti tutti alla condizione 
S>- «i!>«>0, in modo die sia, su tutto E, 

y, S (''•■ *^os r X cos s !/ + b... sin r x cos 8 y -\- 

4- a'r, eoa r x sin 8y-\- 6'„ sin r x sin sy)=^9. 

La dimostrazione di questa proposizione è perfettamente analoga a quella 
del n. 9 § II (P. R). 

% Si dimostra anche la proposizione (vedi n. 12 § II, P. P.). 
Se r, (x y) è un polinomio trigonometrico d'ordine n, il sapere che è sempre 

essendo (i il massimo di \f{xy) — T^{x)\ {dove y è un valore fiam di y, e 
T,{x) è il polinomio trigonometrico d'approssimazione di ordine n di f{xy)), 
basta per concludere che T, (x y) è un polinomio trigonometrico d'approssima- 
zione di ordine n di f{xy). 

3. Anche qui vi è una notevole differenza tra il caso di una variabile 
e quello di due. 

Mentre nel primo vi è un sol polinomio trigonometrico d'approssimazione 
di ordine dato, itel secondo, invece, in generale ce ne sono infiniti. Questa pro- 
posizione si dimostra anche qui costruendo, analogamente a quanto si è fatto 
al n. Ili del § II (P. P.), una funzione finita, continua, ammettente il pe- 
riodo 2 :; rispetto ad ambedue le variabili te ed y, e tale che per essa esi- 
stano più polinomi trigonometrici d'approssimazione di uno stesso ordine. 

4. Analogamente a quanto si è detto al § II della P. P. si può dire anehe 
qui die l'insieme di tutti i polinomi trigonometrici d'approssimazione di uno 
stesso ordine della stessa funzione costituisce una varietà di funzioni egual- 
mente continue. Esiste poi per tale varietà una funziona limite superiore U {x y) 
ed una limite inferiore V(xy) ambedue continue ed a periodo 2 it sta rispetto 
ad X come ad y. Tutti i polinomi trigonometrici d'approssimazione detti sono 

. compresi tra queste due funzioni U(xy), V{xy); ed è sempre 

\f((cy)~U(xy)\^l>., \f{xy)-V{xy)\^i>. 
\V{xy)-V{xy)\^^.>. 
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Di più i polinomi d'approssimazione detti riempiono completamente tutto 
lo Hpazio compreso Ira V{xì/) e V (x y). 

In quanto, poi, all'unicitii dei potinomi d'approssimazione si ha uua pro- 
posizione perfettamente analoga a quella del n. 17 del già. citato § II (P, P,), 
ìj. Con metodo identico a quello, usato al n. 18 del § li (P. P.) si dì- 
mostra che 

data una funzione f (x y) finìtct, continua ed a periodo 2 - rispetto ad am- 
bedue le variabili, e preso un numero positivo u, piccolo a piacere, si può poi 
sempre trovare un numero positivo t tale che, per ogni poUnotnio iriijonomb- 
trico d'approssimazione T', (x y) eli ordine n di una qualsiasi fmizioiie g {x y), 
avente i caratteri della f(xy) e soddisfacente ovtaique alla condizione 

esista sempre un polinomio trigonomelrico d'approssimazione (dello stesso or- 
dine n), T„{xy), di f{xy), che soddisfi ovunque alla disuguaglianza 

\T.{x,JÌ-^r.(x,JÌ\<r.. 

6. Analogamente a quanto si è detto nel caso di mia sola variabile, 
può dirsi die ; 

ti saper calcolare il polinomio trigonometrico d'approssitnazione d'ordine n 
di un qualsiasi polinomio trigonometrico, xiorta che si sappia calcolare quello 
di UH(( qualunque funzione continua a periodo 2 it {rispetto ad ambedue le 
variabili) con quell'approssimazione che si vuole. 

Per giustificare questa proposizione ricorderemo che una funzione con- 
tinua fixy) è sempre rappresentabile, a meno di t, mediante un polinomio 
trigonomelrico (*). 



(*) Diamo qui, di tale propoaìzìoDc, una dimostrazione diversa da quella clie it Picard 
dà nel suo Tratte d'Anaìyse facendo uso dell'integrale di Poisson. Aaimelta, diipprìma, ((^n) 
il periodo 2t rispetto ad ambedue le variabili. Dividiamo il quadrato A, di cui si è parlato 
al n. 2 del § I (P. S.), mediante parallele agli assi x ed y, in tanti rettangoli tali che in 

ciascuno dì essi la f{xfj) faccia un'oscillazione minoro di - . So A, B, C, D, sono i vertici 

di uno di questi rettangoli, consideriamo il triangolo che ha per vertici i punti della su- 
perficie fixy) i quali hanno per proiezione sul piano xy i punti A, li, C. Parimenti con- 
sideriamo il triangolo analogo che ha per proiezione dei suoi vertici i punti C, D, A. L'in- 
sieme di tutti i triangoli analoghi ai due precedenti e relativi a tutti i rettangoli in cui è 
stato diviso A costituisce una superficie poliedrica. La Tunzione f <-»;ff) rappresentata da 
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7. Termineremo osservando che, al crescere atririfiiiito di «, (t„ tende 
a zero e »t„ (ordine di T.ixy)) airiiifìnìlo. T. (icy) tende perciò, al crescere 
di n all'inlìnito, uniformemente verso fixi/). Qnesta funzione può, cosi, svi- 
lupparsi nella seguente serie uniformemente convergente 

f(xy) = T.{X!,) + {T,(x,j) - T. [x n)) i h iT.ixg) ~ T._, (xy))^--- 

Di tali serie che rappresentano f{xy), ve ne sono, in generale, infinite. 
Esse però godono tutte della proprietà di dare, fra litUe quelle costituite di 
polinomi trigoìiometrici di ordine successivamente crescente, e uniformemente 
convergenti verso la f{xtf), In piti rapida convergenza. 



PARTE TERZA 



1. Sia la funzione f{x) della variabile complessa x data in un campo 
limitato A, ed ivi, contorno compreso, ad un valore, finitii e continua. 

Analogamente a quanto abbiamo fatto nel caso delle funzioni di varia- 
bili reali, potremo anche qui, per la f{x), nel campo A, delìnirc i polinomi 
d'approssimazione di dato grado, ed anche dimostrare {con metodo identico 
a quello usato nella Parte Prima) che esiste sempre almeno un polinomio di 
approssimazione di grado n per la f{x). 

iì. Detto ciò e indicando con (l„ [x) un polinomio d'approssimazione 



lale superitele è, evidentemente, continuo, oscllliiiile. riducibile, a periodo !ì * rispetto ad am- 
bedue le variabili e tuie da rappresentare f{xy) a. meno di ^ . La funzione f {xy) è perciò 

(vedi Ckhni, Suila rappresentubilUà (ti una fuiisiune a due oariabUi per serie doppia Irujono- 
tnelrica, Reiid. dell'Istituto Loinliardo, 1901) aviluppabile in serie doppia di Fouriek, unifor- 
memente convergente: ciò prova la nostra proposizione. Se poi f{xy) non ammettesse ri- 
spetto ad X e ad y ìì periodo i ir, basterebbe con un cambiamento di variabili ridurre il campo 
in cui e data ia f(xy) ad essere interno al quadrato A, eontìnuare poi la f{ry) in tutto A, 
in modo da renderla periodica, c ripetere il ragionamento precedente. 
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di grado n della f(x), considenamo ta differenza 

la quale sarà una funzione finita e conlinua in tutto il campo A (contorno 
compreso). Risulterà, peiciò, finita e conUiiua, in tutto A (contorno com- 
preso) anche la funzione | ì'(j;)|. Ne seyue che |V(x)| raggiun^ferà, almeno 
una volta, nel campo detto, il suo massimo valore j*. 

Dimostriamo, ora, la seguente proposizione, analoga a quella del n. 3, 1, P. P.: 
ti numero del putiti del campo A in cui , Y (x) ; raggiunge il suo mas- 
simo y. è certamente maggiore di n-\-i. 

Siano X,, x,,..., X,, i punti di A in cui ] Y{x) \ raggiunge il suo massimo 
valore «, e supponiamo che sia v^n^-l. Faremo vedere che, in tale ipo- 
tesi, è possihiie costruire un polinomio di grado », iJ,{j^), tale che sia, in 
tutto A, 

[fix)-u,ix):^u.', 

con j.-'-<(*: il che è assurdo, perchè II, (;c) è un polinomio d'appros»imazione 
di grado n. 

Consideriamo, perciò, il polinomio di grado n 

/»„ {X) =p„x" + p, a:"-' H \-p,, 

essendo p^, p,,..., p„, un sistema di valori non lutti nulli soddisfacenti al 
sistema 

Pi X" ~\- p, ar^"' -[-■■■+ P- = I* «'*' 

Po x" + Pi ic;~' -\- ■ ■ • -\-p, = y- e"' 



dove è 



P« x:+p,K~'-\ 1- p„ — (* «■"• , 

/■K) -tl,(d,.)^(.e'"-. 
Col polinomio P, [x) detto formiamo l'espressione 

Y. {x) '=f{x)- n„ (x) - <. P. (x) = Y (x) - c. P. (x), 
dove w è un numero positivo. Essendo y{ir) e P„{x) continue in tutto A, 
preso un numero positivo 3 < 'j ■ potremo determinare un numero positivo 5 
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tale che, in tutto A, soddisfatta che sia la disuguaghanza \cd' ~x"\^ì, sia 
I Y(x') ~ Y {x') \<t, IP. {af) - P. {X-) I < e. 

Consideriamo, allora, nel piano della variahile complessa, il cerchio di 
raggio 3 e centro x,, dove ce, b uno qualunque dei punti x,, x^,..., a*,. At 
variare dì x nell'interno di questo cerchio, la Y{x\ per (pianto precede e 
perchè non può superare in modulo ÌI numero [i, varierfl, nel piano rappre- 
sentativo della funzione, nella parte conunie ni cerchio di centro « e'"'" (che 
corrisponde a x,) e ra},^'Ìo s. ed al cerchio avente per centro l'origine del 
piano e per raggio fi. w P. (j), invece, al variare dì x nel cerchio («■.,, S), va- 





_ rieri nel cerchio di centro w(tj*'" (clie corrisponde a x.) e raggio we. Se in- 
dichiamo con M ed A' i punti d'intersezione delle due tangenti condotte 
per al cerchio (y e'>, e) con la circonferenza (0, j*), potremo, prendendo » 
convenientemente piccolo, far si che il cerchio {wf^e''", w e) sia tutto conte- 
nuto nel settore circolare MON. Ora, poiché è e < -^- > l'angolo MON è 

minore dì 00", e, di conseguenza, la distanza tra due punti qualunque del 
settore circolare MO N è sempre minore ed uguale a [ì; anzi, sempre minore 
di [1 quando nessuno dei due punii coincide con 0. Duniiue, per un w con- 
venientemente piccolo, la distanza tra un punto qualuiuiue del cerchio 
(tofie'""", we) ed mio quahuxpie di quella parte del cerchio ((/.e'"'", t) che è 
comune anche al cercliio (0, (/.), è sempre minore di [*. Ne segue che, per 
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un (ale u, la differenza 

è, in ogni punto del cerchio {x,, S), minore, in modulo, di f.: 

y,(a!)!<p.. (4) 

Dal campo A togliamo ora i cerchi (x^, S) detti, nei quali è verificala 
la (2). Rimarrà un campo A' nel quale la | Y{x)' avrà un massimo valore 
H"<[a: in tutto A' sarà, perciò, 

lY{x)i^l>.'. (3) 

In tutto A, poi, il polinomio P. (a;) avrà un massimo modulo 3/; quindi, 
se l'w che abhiamo scelto lo rendiamo minore di - ^-^ ~ • avremo, in tutlo A, 

>-P.N <'^-"'"- (*) 

Per la (-t) e la (4) è, perciò, in A', 

■ YAir) ='Y(x)~^P.{xy^,Y(x) +\^F.(x)' 

Y.(xy<y.- + t^/-.tà^<^. (5) 

Dalle (2) e (">) risulta, perciò, che, in tutto A, '< Y, {x) \ è sempre minore 
di [i. Ma, essendo V, {x) continua in tutlo A, la \ Y, {x) \ è anch'essa continua: 
segue che, nel campo detto, è 

\YAx)\^V- . 
con [A'-<f^; cioè 

Questo dimostra la nostra proposizione. 

'i. Stabilito questo, dimostrano che 

eaiaieper la funzione f{x) un solo polinomio d'approssimazione di grado n. 

Supponiamo, infatti, che di tali polinomi ne esistano due: n„ (x) e ll„ {x), 

n (x) -[- Il (x) 
e consideriamo il polinomio, pure di grado n, — --■ ^ — =-^' ■ Avremo 

I , ti Jx) + uZ('.r) ^ I f{x) ~ n„ jx) + ' f(x) - Il7(tc) 

AnHoli di Matemaliea, Serie III, Tomo XV. 15 
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ed anche, in tutto A, poiché è 

'f{x)-n,{x):^i>., |/(ir)-l7.{ar) -f., (1) 

n 1 n. (») + (T (ir) . ,. . ,, ... j- j 
Dunque anche ^a' ^ pounoniio a approssimazione di grado n. 

Ne segue, per la proposizione del numero precedente, che 

raggiunge il suo massimo u in almeno n + 9 punti di A. Ma se in un 
punto X è 

deve anche essere 

/H-n. (*)_[. e", j'W-ir.(^)-^e». (8) 

Infatti, le (1) portano che sia 

■ ;,,-, n.(;) + iT.(7) _ f(i)-n.W'+ f(^)-iT.wi 



"4 



(*) 



altrimenti il primo membro di questa eguaglianza sarebbe minore di (t, contro 
la (3). Ma se il modulo di una somma ò uguale alla somma dei moduli degli 
addendi, gli addendi devono avere tutti lo stesso argomento (che è poi quello 
della somma). Dunque la (4) porta che f{x) — n. {jc) e f{x) — ii„ {x) abbiano 
l'argomento uguale ad a. 

La (4) e la (1) portano, poi, che sia f(x) — il. (x)\ — \ f(x) — n. ix) ] = ft, 
altrimenti il primo membro di (4) sarebbe inferiore a y- 

Dunque, iu ogni punto x in cui è 






\nx)~ 

ri, (x) = n„ (x). 
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Ne segue, poiché i punti x sono in numero maggiore di n + 1, e poiché 
n. (a;) e n. (x) sono polinomi di grado «, che è 
n. (x) = Ti. (x). 

L'unicità dei polinomi d'approssimazione di dato grado è così comple- 
tamente dimostrata. 

4. Sia S l'insieme dei punti x di A soddisfacenti alla condizione 

|/'(S)-n.(S)| = .; 
sia, poi, 8 un numero non nullo tale che la differenza a tra il suo argomento 
e quello di f{x) — n,{x) sia, in valore assoluto, minore di 4- ■ 

Dimostriamo allora che 

condizione necessaria e sufficiente affinchè n. {x) sta il polinomio d'appros- 
simazione di grado n di f{x), è che non si possono trovare n-\' 1 nuineri 

Po, P,,--.y P„ 

e contemporaneamente un sistema di valori s, soddisfacenti ttUti alle condizioni 
S~>\s\>8'>(ì, |«(<«<-9' {dove S, s, «, sono numeri reali), in modo che 
aia, 8tt ttttto E, 

Po X" +i), X-' H \-p.=8. (1) 

La condizione è sufficiente. Supponiamo, infatti, clie n. (x) non sia po- 
linomio d'approssimazione di grado n di /(x). Se indichiamo con n, (x) il 
polinomio d'approssimazione detto, e con fi' il massimo di ] ^{x) — ff. (x)| 
in A, avremo allora ^'kZ^l. Siano, ora, nel piano rappresentativo della fun- 
zione, M, N, P, i punti che rappresentano n. (x), n. (x), f{x), dove x è un 
punto qualunque di E. I vettori M P, N P, MN, rappresentano, perciò, le 
differenze f{x) — n,(x), f(x) — n,(xì, fi, (x) — n.(x). E poiché è 

\f(x)-n,{x) l^iL-, \f{x) - n. (x) I =it 
con [<.'<;[;., il punto N apparterrà al cerchio (P, [*'), mentre il punto Jl/ sarà 
estemo a tal cerchio. Ne segue che l'angolo NMp sarà minore pd eguale 
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a T M P = arc.s\n ''-< dove M T èia tangente condotta per M a (P, i*'). Ciò 
vuol dire che la differenza fra l'argomento di n„ (j;) — II, (x) e quello di 
f{x)— lì,{x) è in valore assoluto, minore od uguale ed are sin - -< ^ ■ 
È poi 




e perciò 

fA - f*' ^ ]f(x} - n. (x) I ~ I f{x) - il. (x) ] ^ I (X (x) - Il„ ix) 1 ^ 

r^ I fix) - Il„ Cx) ] + I f{w) - IT, (:c) I ^[* + |x' < ^it. 
Ne segue che, per 

;,,.=.^^_:7, (r = 0, 1, 2,..., h) 

(n, (j) = «. X" H 1- ^. , n. (x) = :t„ a;" H 1- -.) 

e 

H=^u„{x) — n„{x}, 
la (I) è verificata su lutto E. K ciò contro il supposto. 
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La condizione è anche necessaria. Supponiamo, infatti, che esistano un 
sistema di valori s, soddisfacenti alle condizioni dette nell'enunciato della 
proposizione da dimostrarsi, ed un sistema di valori x>t soddisfacenti su 
tutto E alla (1), e consideriamo il polinomio di grado n, 

■P.{x)=p„x"+p,x'~' -\ {-p.. 

Detto lui un numero positivo, piccolo a piacere, consideriamo l'espressione 

Poiché, in tutto A, f{x) — n,{x) e P„{x) sono funzioni continue, preso 
un numero positivo s, che soddisfi alle disuguaglianze 

e <u. sin 15", E<ftsin — ^ . s<«sin — ^ - . (2) 

potremo trovare un numero à tale che, in tutto A, soddisfatta che sia la 
disuguaglianza | a?' — te* | ^ X, sia 

|JAa;')-n.{x')j-j/{x")-n,K)lj<e, | P. (x) - P. (cr") | < e. 

Consideriamo allora, nel piano della variabile complessa, il cerchio di 
raggio S e centro x, dove x è uno qualunque dei punti di E. Al variare di x 
nell'interno di questo cercliio (se non tutto il cerchio è contenuto in A, x va- 
riera solo nella parte del cerchio die appartiene ad ^) la differenza f(x) — n,{x), 
per quanto precede e perchè non può superare, in modulo, il numero [i, va- 
rierà, nel piano rappresentativo della funzione, nella parte comune al cerchio 
di cenlro C (dove C rappresenta /" (ic) — il, (lc)) e raggio e, ed al cerchio 
avente per centro l'origine e per raggio ja. u P. (a;), invece, varieril nel cerchio 
di centro bis (poiché, per la (1), è wP.(a;)=tu») e raggio »e. 

Sia 6, un numero positivo uguale al maggiore dei due s, — e, e indi- 
chiamo con M il punto d'intersezione della circonferenza (0, ;>) con la tan- 
gente condotta per al cerchio (C, e,) dalla parte opposta al vettore « ri- 
spetto alla C. L'angolo COM è, allora, uguale ad are sin — . cioè al mag- 
giore dei due are sin — ' are sin — ■ Sia, poi, OP la tangente al cercliio 
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(m s, u f ) condotta dalla parte opposta &d OC rispetto al vettore «. L'angolo 
che il vettore « fa colla P k, allora, uguale ad are sin — .-. . cioè è minore 

di are sin — • E poiché l'angolo che il vettore « fa col vettore OC, che rap- 




presenta f{x) — ».(f), è, per ipotesi, minore di z, l'angolo PQM è minore 
di are sin — 4 « -t- are sin — Sia, ora, 

(A s 

/\ F, .6 

NO M = are sin — + at + are sin — 
con N dalla stessa parte di s rispetto ad 3/. È, per le (2), 

2 

Descriviamo il cerchio (M, u), e sia Q quello dei punti d'intersezione di 
questo cerchio con (0, (a) che è situato dalla stessa parte di C rispetto ad 
OM. Sia, poi, N la seconda intersezione di (.1/, f) con ON; N esiste certa- 
mente distinto da perchè l'angolo NOM non è retto. 
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Il cerchio (w«, ws), essendo interno all'angolo POM ^perchè è 
POM^P s + COM^^P O «>, è sempre interno a NOM. Prendendo 
u sufficientemente piccolo, potremo far si die (ws, we) sia tutto contenuto 
nel minore dei due cerchi '(fì, ii),^'ON). Il cerchio (w*, a e) appartenendo, 

allora, al settore circolare di ragj^io JV" ed angolo al centro NOM, appar- 
terrà al cerchio (M, f^), e, perciò, apparterrà al triangolo mistilineo M Q, 
che )ia per lati il segmento M, l'arco MQ del cerchio (0, y.), e l'arco QO 
dei cerchio (M, n). 

Nel triangolo mistilineo OMQ è anche contenuta la parie comune ai 
due cerchi (C, e), (0, (t): infatti, detta f la tangente condotta per a 
(C, e) dalla parte opposta di M rispetto ad C, si ha che la parte detta 
è contenuta nel settore circolare Af T il quale è, a sua volta, contenuto 
nel settore circolare MOQ, perchè è 

JJO r=3fOC + CO r=- are sia ^ + are sin— . 

e, per le (2), 

'^ 9C 



y\ 90"— a 
fOr<^ — + ta"<6 



Ora, la distanza tra due punti qualunque del triangolo mistiliweoOJIf-^ 
è sempre minore od eguale a fi; anzi, sempre minore di [*. quando nessuno 
dei due punti coincide con 0, o con 3/. Dunque, per un w sufficientemente 
piccolo, la distanza tra un punto qualsiasi del cerchio {» », « e) ed uno qua- 
lunque della parte connine ai due cerchi fO, fi), {C, t), è sempre mieore di ft. 
Ne segue che, per nn tale a, la differenza 

j)r(a')-n.WJ-»i'.W=J',(*) 

è, in ogni punto del cerchio {x, X), minore, in modulo, di [a : 

\Y,(x)\<i.. 

Ragionando, ora, in modo analogo a 'quanto si è fatto alla fine del n. 2, 
si vede che, in tutto A, è 
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con ji'<; [x; cioè 

E questo è assurdo, perchè u,{x) è, per ipolesi, il polinomio d'appros- 
simazione di grado n di f{x), e [>. è il massimo di \f{x) — n,{x)\ in A. 
La proposizione è cosi compleUimonle dimostrata. 

5. In ciò elle precede abbiauio veduto che, data una funzione di varia- 
bile complessa f{x) soddisfacente alle condizioni poste nel n. 1, ad essa cor- 
risponde sempre nel campo A uno ed un solo polinomio d'approssimazione 
di grado n. Possiamo, ora, dimosliare analogamente a quanto si è fatto per 
le funzioni di una variabile reale, die la corrispon^Ienza tra la funzione f(x) 
ed il suo polinomio d'approssimazione di grado n è continua; possiamo 
cioè dimostrare che 

se n„ {x} e n\ (x) sono i polinomi d' approssimazione di grado n di due 
funzioni f(x) e g {x), soddisfacenti alle condizioni poste al n. 1 di questo para- 
grafo, preso un numero -n positivo e piccolo a piacere, si imo poi sempre tro- 
vare un altro numero positivo e taìe che, per ogni funzione g {x) soddisfacente, 
in tutto A, alla condizione 

sia, in tutto il campo detto, 

]n„(a:) — n',(a;)|<«. 

Poiché anche nel caso delLa variabile complessa valgono le proposizioni 
dei n.' I, 2, 3 del § II, P. R, la dimostrazione della proposizione ora enun- 
ciata si conduce in modo perfettamente analogo a quella del n. 18, § II, P. P. 

6. Supponiamo, ora, che la f{x) sia un ranm monodromo di funzione 
analitica, regolare in tutti i punti del campo A (contorno compreso). 

Questa nuova condizione porta, come è noto, la sviluppabdità di f{x) 
in serie di polinomi uniformemente com'ergentc in tutti i punti del campo A. 
Da ciò segue che, al tendere all' infinito di », ft, tende a zero, e, quindi, 
che la serie 

Ho (x) - ! n, (x) .- n„ («) j H h } ". (x) - n„_, (x) j ~i- ■ . ■ 

converge uniformemente, in tutto A, verso f{x). Per le proprietà che devi- 
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vano a questa serie da quelle dei polinomi di approsi-iniazione, possiamo 
dire die 

■un ramo monodrovio di funzione anaUfiea, in un'area in cui {contorno 
compreso) è regolare, è- sempre rappresentaìnle, e in modo unico, mediante ima 
serie di polinomi che dà, fra tutte quelle di grado successivamente crescente, 
uniformemente convergenti, in tutto A, verso la funzione considerata, la piit 
rapida convergenza. 



Annali di Matematica, Serie III, Tonio XV. 
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Sul principio di minimo di Dirichlet. 

{Di Guido Fub[ni, a Genova.) 



Ocopo di questa lettura è il dar conto dei recenti risultati ottenuti nello 
studio del principio di minimo di Dihichlet, e ancora più di dure un cenno 
delle molle e interessanti questioni, che tali studii mettono in luce, e che 
sono, secondo me, degne della massima attenzione. Tanto più questi pro- 
blemi meritano di essere approfonditi, in quanto che il metodo di minimo 
è, insieme alla teoria delle equazioni integrali, il più potente strumento, che 
l'analisi odierna fornisca per stabilire i teoremi di minimo relativi ai cosidetti 
problemi al contorno. D'altra parte ha un grande interesse teorico l'appro- 
fondire per sé stesso il princìpio di minimo, pur senza pensare ad applica- 
zione alcuna. Il dedurre poi i teoremi di esistenza sopra citali dal principio 
di minimo rende assai più armonico e completo il calcolo delle variazioni, 
che così resta accresciuto di uno dei suoi più brillanti capitoli. 

Tra i metodi che servono a giustiticare il principio di minimo, e le sue 
applicazioni ai problemi al contorno, due hanno specialmente attratto finora 
l'attenzione degli analisti. Ambedue cominciano naturalmente col sostituire 
a un problema al contorno un problema di variazione. Il primo di questi 
metodi considera poi il problema di variazione come limite di un ordinario 
problema di minimo, risolve prima questo problema di minimo, e fa (*) poi 
il passaggio al limite. Questo metodo basta p. es. per risolvere il problema 
di DiHiCHLET, e dimostra nel modo più intuitivo il relativo teorema di esi- 
stenza. 

Prima di esporre i tratti siilienti del secondo metodo debbo ricordare 
una Memoria di Weber (*•), pubblicata or sono più di trent'anni : essa, pur 
essendo ben lonUina dal necessario rigore, contiene qualche idea bella e fe- 



(•) Cfr. la Nota ddl'A., Kewrf. (Iella fi. Acc. rfet Liticei, l.» Sem., 1907. 
(••) Journal de Creile, 1871. 
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conda; un ventennio più tardi il Prof. Arzelà in una sua Nota (*) espose 
alcune nuove ed eleganti considerazioni sul principio di minimo. Il me- 
rito di avere per primo giustilìcuto in un caso particolare il principio di 
Dirichlet spetta però al sig. Hilbert {Math. Ann., tomo 59), la cui mirabile 
Memoria fu incitamento a molte e importanti pubblicazioni: pregevolissima 
fra tutte quella di un altro italiano, il Prof. B. Levi, che in un recente la- 
voro portò un buon contributo di idee nuove e geniali al problema che ci 
occupa (•*). 

Non ci fermeremo per brevità sul principio di Dirichlet relativo agli 
integrali semplici, e passeremo senz'altro a parlare del principio di Dirichlet 
per gli integrali doppii. I problemi più semplici, a cui questo principio si 
può applicare sono l'ordinario problema dì Dirichlet, e il problema deri- 
vato di Dirichlet: essi furono, tra gli altri, specialmente oggetto di ricerca 
con metodi suscettibili delle più svariate generalizzazioni {***). 

Questi problemi si propongono di trovare tra le funzioni, esistenti in 
un certo campo r, e soddisfacenti sul contorno 6 di questo campo a parti- 
colari condizioni, una funzione, per cui l'integrale del primo parametro dif- 
ferenziale, esteso a r, abbia il valore minimo possibile. A priori l'esistenza 
di questo minimo non è cosa evidente; si può parlare infatti soltanto di un 
limite inferiore L, e si può in infiniti modi pensare a una successione di 
funzioni, che soddisfano su 6 alle condizioni imposte, e il cui integrale cor- 
rispondente ha per limite proprio L. 

Una tale successione di funzioni, i cui integrali tendano con una suffi- 
ciente rapidità a L, si dirà una successione mimmizzante. 

Le domande a cui si deve rispondere sono le seguenti : 
1.^) Ha sempre una successione minimizzante una funzione lìmite? 
2.") Questa funzione limite soddisfa essa alle condizioni imposte sul 
contorno del campo i 

'ò.°) Il valore dell'integrale corrispondente è proprio Lt 
4.") È detta funzione limite armonica in r ? 

Per poter rispondere a queste domande si devono (come esaurientemente 
osservò B. Levi) imporre alle funzioni, con cui si forma la successione, delle 



(*) Kend. della B. Acc. di Bologtia, 1897. 
(••) ite«rf. del Ciré. Matem. di PaUrttio. Tomo <ìi {lì Sem., 11106). 
(*"•) Cfr. inoltre i lavori dell'A. nei Retid. del Gire. Malem. di Palentw -(tomi 32 e 23) 
e negli Aunali di Matematica (tW7). 
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condizioni pochissimo restrittive, e che sono p. es. soddisfatte se queste fun- 
zioni Iianno derivate prime finite e continue. 

Alla prima domanda, se la nostra successione ha una funzione limite, 
si pu(\ almeno sotto certi riguardi, rispondere affermali va mente, dimostrando 
cioè elle una successione minimizzante ha sempre una funzione quasi-Umile 
nel senso, che ora definiremo. In ciò sta appunto la parte più importante 
di simile studio; qui sono le difficoltà, che haimo presentato ostacoH cosi 
gravi ai primi, che hanno tentato di approfondire ÌI principio di minimo. 
Se noi consideriamo i valori, che le funzioni di una successione minimiz- 
zante assumono in un punto del campo che si considera, potrà avvenire che 
questi valori tendano a un limite, il quale sia proprio il valore che la fun- 
zione cercata assumerà nel punto stesso. Ma può henissimo avvenire che 
esistano punti eccezionali, in cui questo fatto non avviene. E non si può 
eschidere che questi punti eccezionali formino un insieme di punti denso in 
tutto r. Questo insieme di punti gode però di una proprietà notevolissima, 
della proprietà cioè di potersi racchiudere in un numero finito, o infinito (ma 
numerabile), di aree, la cui somma è pìccola a piacere: la <[uale proprietà 
è goduta anche dagli insiemi nutneraìnli, p. es. dall'insieme dei punii di coor- 
dinate razionali, ed è goduta pure dall'insieme dei punti di discontinuitìi di 
una funzione integrabile secondo Riemann. 

Per risolvere la nostra questione si tratta dunque di ristabilire la con- 
tinuità, di dare cioè nei punti eccezionali alla funzione, che si ricerca, valori 
tali che essa apparisca in tutto il campo come una funzione continua. Come 
potremo procedere? Per vedere questo punto, riferiamoci a un esempio. Sup- 
poniamo di avere una funzione di una variabile x, che sia nulla nei punti 
irrazionali, e nei punti irrazionali o non sia definita, o sia p. es. uguale al- 
l'unità. Cerchiamo di cambiare i valori di questa funzione in un insieme di 
punti, in guisa da ristabilire la continuità. Si capisce che ciò è possibile in 
infiniti modi. Eppure una vaga intuizione ci dice, che l'insieme dei punti 
razionali si deve trascurare di fronte all'insieme dei punti irrazionali, e che 
il modo più naturale di procedere è di considerare quindi una funzione 
nulla tanto nei punti irrazionali, che nei razionali. Un procedimento logico 
e preciso che ci conduca a questi risultati è dato dagli integrali del Lbbesouk. 
La nostra funzione di partenza non è integrabile secondo Riemann, ma è 
invece integrabile secondo LEitEsr.L'E. Se noi integriamo secondo Leuesc.ue, 
e poi deriviamo rispetto alla x, la nuova funzione cosi ottenuta è dapper- 
tutto nulla, e quindi dappertutto continua. In un modo analogo possiamo 
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procedere nel nostro caso. Si costruisca la funzione limile della nostra suc- 
cessione minimizzante: essa, come abbiamo detto, potrà anche non esistere 
in un certo insieme di punti eccezionali. Noi la possiamo ciononostante in- 
tegrare al modo di Lebesgue rispetto alla x, o alla y. Derivando poi l'inte- 
grale cosi ottenuto rispetto alla x, o alla y, noi otteniamo una nuova fun- 
zione, dappertutto continua, che coincide nei punti non eccezionali con la 
funzione limite di partenza, e che si dirà la funzione qtioH-limite della no- 
stra successione. 

Ma si possono rendere in altro modo intuitive le proprietà di questa 
funzione quasi-limite. Se noi supponiamo, com'è lecito, che le funzioni della 
nostra successione minimizzante sieno sviluppabili su un qualsiasi cerchio r' 
interno a r in serie di Fouhibr, allora la nostra funzione quasi-limite è an- 
cora sviluppabile in serie di Fouhieh su questi cerchi r'; e i coefficienti del 
suo sviluppo in serie si ottengono appunto come limite dei coefficienti omo- 
loghi nello sviluppo in serie delle funzioni della successione minimizzante 
considerata. 

E ciò non soltanto vale per gli sviluppi in serie di Fouhier, ma per ogni 
sviluppo in serie, i cui coefficienti si ottengono, come quelli della serie di 
FouBiER, mediante quadrature applicate alla funzione da sviluppare (molti- 
plicata per un qualche fattore, dipendente dallo sviluppo particolare consi- 
derato). 

Di più, se noi consideriamo gli integrali della nostra funzione estesi a 
un arco, o a una superficie qualunque del campo r, essi tendono a un li- 
mite, il quale è proprio l'integrale della nostra funzione quasi-limite esteso 
allo stesso arco, o alla stessa superficie. 

Ciò, che spiega la ragione intima del successo dei melodi di Hilbebtc 
di B. Levi : i quali allo studio di una successione minimizzante sostituiscono 
lo studio di una nuova successione, che da quella si deduce mediante qua- 
drature, così da far sparire per la nuova successione ogni punto ecce- 
zionale (*). 



(*) Dopo il Congresso di Parma, è uscita una nuova Memoria del Lebesoub, sullo stesso 
Argomento nei Bend. del Ciro. MaUnt. di Palermo, (tomo 24; li Sem., 1907). Egli pure evita 
gli a^^pgali eccezionali con un artificio, sostituendo cioè a una successione minimizzante 
una successione di funzioni motiotone, di funzioni cioè cbe ammettono in un campo qual- 
siasi r' interno a r gli stessi limiti inferiore e superiore, die esse ammettono sulla fron- 
tiera di r'. Questo artificio elegante non è però forse senz'altro estendibile a equazioni di 
ordine superiore al secondo. 
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Per completare il nostro studio la parte essenziale è quella di dimostrare 
che la nostra funzione quasi-Iimite possiede derivate ed è armonica, e che 
essa sul contorno soddisfa alle condizioni imposte. Prescinderemo qui per 
brevità dall'esame del contorno, e ci volgeremo alla prima parte della no- 
stra questione, che è, secondo me, la parte fondamentale. 

Per un tale studio i metodi finora applicati sono veramente deficienti, 
in quanto che ricorrono a vie indirette, girando, piuttosto che superando la 
difficoltà. Esse si basano in sostanza su certe proprietà integrali delle fun- 
zioni armoniche, da cui scenda come conseguenza la proprietà differenziale 
che la somma delle loro due derivate seconde non miste è uguale a zero. 
Tra le proprietà integrali che hanno servito a. tale scopo noi ricorderemo 
p. es. la formolo di Green, il teorema della media di Gauss o più general- 
mente la formola di PorssoN per campi circolari, o infine il teorema che, se 
l'integrale di una funzione è armonico, la funzione stessa è armonica. 

Ma questi metodi, pure essendo sufficienti per i problemi di mìnimo che 
conducono a funzioni armoniche, e pure potendosi facilmente generalizzare 
a uiolte equazioni differenziali lineari, questi metodi, dico, sono insufficienti 
per casi più generali, p. es. per il problema di Plateau. Per ì problemi ge- 
nerali, anche quando si sappia dimostrare l'esistenza della funzione quasi- 
limite di una successione minimizzante, non si sa dimostrare che tale fun- 
zione possiede derivate. La importanza di tale ricerca sarebbe, secondo me, 
non inferiore alla sua difficoltà. E che le difficoltà siano assai gravi, si ri- 
conosce p. es. in un caso particolare, quando ci si proponga di dimostrare 
direttamente, e senza usare la formola integrale di Caughy, che una funzione 
monogena di variabile complessa, una funzione cioè, che soddisfi alle con- 
dizioni di moiiogeneità, possiede derivate prime e seconde finite e continue. 
Un simile studio sarebbe tanto più fecondo all'analisi che lo stesso metodo 
delle equazioni integrali non appare finora applicabile a equazioni non li- 
neari, cosicché il metodo di minimo resta ancora il più promettente, tra i 
metodi odierni, per stabilire i teoremi di esistenza per quelle tra queste equa- 
zioni che provengono da un problema di variazione. 
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(Di Okaxio TedonEj a Genova.) 



N. 



Nessuno, leggendo U titolo <)i questa conferenza, penserà che a ine possa 
esser venuto in niente di esporre partitacnente la storia e la comparazione 
dei varii metodi d'integrazione che sono stati, o sono, in uso nella iisica- 
uialeinalica, tanto più se, dando alle parole fìsica-mntematica il signiiìcato 
più ampio cli'«sso possono comportare, si vogliano comprendere fra le equa- 
zioni della fìsica-matematica anche quelle della meccanica. Pur facendo astra- 
zione del hreve tempo che m'è concesso, è noto anclie a me che clii a tale 
lavoro si accingesse dovrebbe avere polso poderoso ed una preparazione die 
io, francamente, non oso riconoscermi. 

Il mio compito sarà meno arduo. Io mi propongo solo di esporre, e nel 
modo più breve che mi sarà possibile, l'influenza che hanno avuto le idee 
più penerali, predominanti nei melodi d'integrazione della fìsica-matematica, 
nei vari tempi, sui metodi d'integrazione delle equazioni dell'equilibrio ela- 
stico per un corpo isotropo. 

Come modesto cultore di questi ultimi studii, penso che l'intento di 
queste riunioni sia pienamente raggiunto se si riesce ad indicare chiaramente 
la serie delle idee che guidano ciascuno dei ricercatori ed il posto che queste 
idee si presume che abbiano nello svolgimento storico di quel ramo spe- 
ciale della scienza ch'egli coltiva. Così si può sperare di essere meglio in- 
tesi, o almeno più tollerati, dai cultori di discipline affini, o anche della 
stessa disciplina. 

La fisioa-matematica, com'è ordinariamente intesa, comincia con la sco- 
perta delle equazioni differenziali che reggono Ì fenomeni fisici. Appena tro- 
vate queste ecpiazioni differenziali, una quantità di problemi particolari si è 
presentata spontaneamente all'attenzione degli studiosi, e moltissimi di essi, 



(•) Conferenza Ietta nella sezione 1 del Congresso lìeiln Società per il profrresso delle 
Scienze, in Parnm, liH)7. 

Annali di MaietHaUcn, Serie 111, Tomo XV. 17 
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appartenenti ai diversi campi del potenziale, dell'idrostatica e dell'idrodina- 
mica, dell'elasticità, del calore, dell' clettricitil, del magnetismo, ecc., sono 
stali anche risoluti con soluzioni basate spesso su felici intuizioni dei fe- 
nomeni naturali stessi come nell'esempio, sopra tutti mirabile, di quella data 
da Daniele Bernoulli per la corda vibrante. Spessissimo queste soluzioni 
sono anche il risultato di un'abilità che ci sorprende, a noi, ora, che siamo 
abituati alle regole generali. Chi volesse orientarsi sulla massa ingente di ma- 
teriale così raccolto, può consultare l'opera del Burkhardt, non ancora ter- 
minata: Entwicklungen nach oacilUrendeH Fìtnciionen, pubblicata nel Jahres- 
bericht der deutacìien malketnatiker-Vereinigung {X*'Band, %" Heft). Scorrendo 
quelle pagine non è raro d'incontrare tracce di idee generali. Ma quella che, 
più di tutte, ha l'aria di assurgere all'altezza di metodo è quella di cercare 
soluzioni particolari delle equazioni di cui si tratta, sotto forma di prodotti 
ciascuno dei fattori dipendente da una sola variabile e di accomodare poi 
queste soluzioni particolari, formando con esse serie, ovvero integrali defi- 
niti, in modo da ricavare cosi la ricliiesta soluzione del problema. Ciò che 
assicura una semplificazione del problema è, sopratutto, la riduzione di equa- 
zioni a derivate parziali ad equazioni ordinarie. Questi procedimenti, del 
resto, vengono suggeriti subito dalla soluzione della corda vibrante di Da- 
niele Behnotjlli, e di essi Laplace e Fouhier fecero ampia applicazione. 
G. Lamé, alle idee precedenti, aggiunse, sistematicamente, quella dì un deter- 
minato sistema di coordinate curvilinee, proprio per ogni corpo di forma 
determinata, in cui dovevano, prima di tutto, trasformarsi le equazioni diffe- 
renziali del problema. E, come dice il Bukkhardt (•), Lamé deve conside- 
rarsi certamente come il fondatore di questo indirizzo di ricerca. È opinione 
del BuRKHARDT che Lamé deve aver creduto dapprincipio di poter tratiare 
con questo metodo corpi di qualunque forma basandosi sulla ipotesi erronea 
ciie ogni serie semplicemente ìnfmita di superlicie potesse essere riguardata 
come facente parte di un sistema triplo ortogonale e che, quindi, per trovare 
la base pili naturale *per risolvere un problema di fisica-matematica biso- 
gnava cominciare a trovare un sistema di coordinate opportune. Dice ancora 
il Bl'hkhakdt che, quando Lamé, più tardi, riconobbe il suo errore, si era 
posto ti'oppo solidamente in un determinato indirizzo di ricerche perchè 
potesse abbandonarlo, anche percliè, malgrado tutto, questo indirizzo fece sor- 
gere una quantità di problemi matematici interessanti. Noi possiamo aggiun- 



(•) Opera cit., 4. Lieferung. p. ! 
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gere che a questi problemi convengono anclie caratteri geometrici ben de- 
terminati che servono a dar loro maggiore risalto e clie tutto ciò che, di 
fìsica-matematica, sarà largamente utilizzabile nella pratica non potrà uscire 
che difficilmente dalla cerchia di essi. In un certo senso questi problemi 
della fìsica-matematica corrispondono ai problemi della dinamica che s'inte- 
grano per quadrature. E, per finire con quest'argomento, aggiungerò le pa- 
role seguenti con le quali il Burkhardt (*) termina le sue considerazioni 
generali sui lavori di Laué: «Anche dalla posizione assunta da Lamé ri- 
spetto a quistioni generali della teoria della conoscenza e della fìlosofìa na- 
turale, si può sostenere che Lamé è stato certamente l'ullimo fisico eminente 
che abbia partecipato al sogno di tempi anteriori ai suoi, dovesse essere 
possibile ottenere deduttivamente i fenomeni fisici, come anche quelli della 
meccanica celeste da poche e semplici leggi fondamentali. » 

Le idee di cui abbiamo parlato hanno fruttifìcato bene. Esse hanno con> 
dotto alla introduzione di un gran numero di funzioni speciali che hanno 
arricchito l'analisi matematica considerevolmente e sono state la base delle 
teorie generali che, a scopo di generalizzazione, e per i bisogni della dimo- 
strazione dei teoremi d'esistenza, portano il nome di metodi d'integrazione 
per mezzo di soluzioni elementari. 

Molti dei problemi particolari risoluti in questo primo periodo di tempo 
hanno, incontestabilmente, un valore pratico, ma molti di essi ne hanno 
soltanto uno analitico. Ciascuno di questi ultimi problemi, preso a sé, po- 
teva anche essere trascurato, ma tutti insieme hanno preparato il terreno 
alle brillanti ricerche nvoderne. 

11 passarlo dai melodi particolari antichi ai metodi più generali, mo- 
derni è soprattutto indicalo dalla scoperta dei teoremi di reciprocità, da 
Gheen a Betti. Per- una grandissima parte delle equazioni, o sistemi di 
equazioni, della fìsica-matematica vale un teorema di reciprocità; e ciò ha 
il suo fondamento nel fatto che queste equazioni possono tutte considerarsi 
come provenienti dall'annullamento della variazione prima di certi integrali 
le cui funzioni sotto il segno sono di secondo grado ed omogenee rispetto 
alle funzioni incognite ed alle loro derivate. È in questo fatto che è riposta 
la ragione analitica delle grandi analogie die sussistono fra le equazioni 
della fisica-matematica e delle relazioni che quest'ultima disciplina, nella 
quale può ora intendersi compresa anche la meccanica, ha col calcolo delle 
variazioni. 



(•) Luo^ citato. 
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Con l'iiitroduzioiie dei teoremi di reciprocità le ricerche sulle equazioni 
della lisica-iiiatematica hanno cambiato alquanto di natura, o, almeno, linniio 
allargato considerevolmente i loro punti di vista; giacché esse sono allora 
diventate, in gran parte, studii delle proprietà analitiche degli integrali delle 
equazioni stesse; meno ricerche di fìsica-matematica e più di anahsi pui'a. 
Certo, con l'introduzione di quelle funzioni ausiliarie che vanno sotto il nome 
generale di funzioni di Giieek, i teoremi di reciprocità hanno dato un fondo 
generale alla impostazione ed alla trattazione dei problemi delia tisica-ma- 
tematica propriamente detta; ma in ciò, salvo i pochi casi in cui queste 
funzioni ausiliarie sieno facilmente raggiungibili con l'aiuto della intuizione, 
non c'è che una trasformazione formale del problema, una riduzione del 
problema generale ad uno particolare che si addimostra perfettamente equi- 
valente al primo. Ciò non ostante, i teoremi di reciprocità, il concetto dì 
flinzione ausiliaria e quello di caratteristiche di una equazione, o di un si- 
stema di equazioni, formano oramai la base più solida per lo studio e la 
penetrazione delle proprietà delle equazioni della fisica-matematica e di una 
trattazione generale dei suoi problemi. Anzi, dippiù, questi concetti, intro- 
dotti sistematicamente nell'analisi hanno dato i mezzi per approfondire ben 
più vaste categorie di equazioni differenziali. 1 risultati di Green, di Betti 
e dei numerosi continuatori sulle equazioni a caratteristiche immaginarie, 
quehi di Riemann-Volterra sulle equazioni a caratteristiche reali, quelli del 
Volterra sulle equazioni a caratteristiche coincidenti sono troppo noti per- 
ch'io voglia ancora indugiarmi su di essi fingendo di dire cose nuove. 

Una grande spinta all'approfondimento dello studio delle equazioni della 
fisica-matematica e origine di scoperte della massima importanza nel campo 
dell'analisi, è stato certo lo sforzo fatto per dimostrare i teoremi d'esistenza, 
specialmente per l'equazione di Laplace e per quella delle vibrazioni tras- 
versali di una membrana elastica, lo non posso certo fermarmi a narrare la 
storia di queste ricerche a cominciare dai primi tentativi di Dirichlet-Rik- 
MANN a finire alla costituzione dì quella superba teoria delle equazioni inte- 
grali ed all'analisi approfondita dei limiti di validità dei primitivi metodi di 
UiRrcHLET-RiEMAKS dovuta primieramente all' Hilbert ed a cut hanno cosi 
bene contribuito i nostri B. Levi e Fubini. Ciò solo richiederebbe volumi. 

Ma poiché s'è presentata l'occasione di parlare di teorie generali, non 
voglio arrestarmi dall'esporre anche una mia opinione. E questa è che, per 
quanto interessanti e fruttuosi possano essere gli studii d'indole generale 
dapprincipio, se essi sono proseguiti troppo unilateralmente, finiscono quasi 
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sempre in un formalismo arido che ha poco valore pratico ed analitico. Gli 
esempii abbondano in ogni ramo delle matematiche. È soprattutto, credo io, 
lo studio di problemi particolari, specialmente se questi sono da lungo tempo 
nettamente indicati per le loro difficoltà tecniche, che può far nascere idee 
nuove, o gettare nuova luce e dare importanza ad idee vecchie che prima 
pareva non ne avessero, o ne avessero poco. 



Uno degli esempii pifi cospicui di equazioni della fisica-matematica è, 
senza dubbio, quello delle equazioni di un solido elastico, isotropo. Ed io 
mi fermo volentieri su di esse anche perchè la storia delle ricerche relative, 
mi è parsa qualche volta, non sia da noi italiani che pure tanto abbiamo 
contribuito al loro progresso, sufficientemente nota. 

Le equazioni dell'equilibrio e del movimento dei corpi elastici furono 
date la prima volta da Naviek nel 1821 fondandosi sulle ipotesi della costi- 
tuzio)ie molecolare dei corpi e della dipendenza delle azioni elastiche dalle 
azioni a distanza delle molecole. Alle ricerche sulle ipotesi che possono 
servire di fondamento alla costituzione di queste equazioni hanno poi con- 
tribuito potentemente Poissok, Cauohy, Gheen, Thomson ed altri; ma al- 
l'analisi di queste ricerche, come alle molte discussioni che ne sono deri- 
vate, non ci fermeremo anche perchè l'argomento sconfina dai limiti della 
nostE'a Conferenza. Appena trovate queste equazioni cominciò lo studio dei 
problemi particolari. Dico subito che di questi problemi particolari io con- 
sidero soltanto quelli in cui la forma del corpo è speciale, mentre le condi- 
zioni al contorno sono assolutamente generali. Lo studio di questi problemi 
è stato iniziato da Lamé e Cr.APEVHON per i quali, come per tutti i vecchi 
autori, le condizioni al contorno consistevano nel dare le tensioni. Ad essi si 
devono soluzioni più, o meno, complete dei problemi dell'equilibrio elastico 
di un corpo limitato : 1." da un piano, o da due piani paralleli; S.** da un ci- 
lindro di rot^izione, o da due cilindri di rotazione aventi uno stesso asse (•); 
3." da una sfera, o da due sfere concenti-iche (**). Veramente solo gli ultimi 
di questi problemi sono stati condotti a fondo da Lamé, mentre degli altri 



(•) Jourml fur M-ftli., lld 7. |iap. 400. 
(••) Journal Ite Math., voi. 1!', [my. 51; Li-.^nus sur les coorti, ciirv.. pag. 209. 
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può dirsi che i due autori non abbiano dato che abbozzi di soluzioni {*). Si 
può anzi aggiungere che Lamé, anche per il problema di un corpo Uniitato 
da due sfere concentriche, ha evitato di fare un esame approfondito dei 
singoh termini e di ricavar tutte le deduzioni ch'egh aveva in mente, per 
quanto a ciò sia stato indotto, più che altro, da ragioni di opportunità. 
Nel suo libro: Le^ons sur les coordonnées curvilignes, dopo aver esposto 
la soluzione del suo problema, dice: «Une digressìon trop élendue, sur une 
question particulière de la théorie mathématlque de l'élasticité, pourrait 
donner quelque apparence de raison, à ceux qui ne veulent voir, dans la 
grande géiiéralité de celte théorie, qu'une complication inextricahle, et qui 
préfèrent et prónent des procédés hybrìdes, nii-analytiques et miempìriques, 
ne servant qu'à niasquer les abords de la verità ble science». Queste parole 
di Lamé possono utilmente ripetersi anche adesso. 

Per dare al nostro discorso una base più precisa, ricordiamo le equa- 
zioni dell'equilibrio di un corpo isotropo, di cui ci occupiamo. Se indichiamo, 
come di solito, con «, v, iv le componenti degli spostamenti, con 6 la dila- 
tazione elementare, con ci,, Wj, Oj le componenti della rotazione, con X e f^ 



le due costanti di Lamé e col simbolo A' l'operazione e— . + ^?— < + 

()x óy 

si ha 



ds' 



"■""2"Uy di]' ''' aUv dxj' ''~''ì\dx dy] 

e le equazioni in discorso possono acqui-stare una qualunque delle due forme 
seguenti : 

^.'(,.,.,,,r) + (»+,)(3'^- /- /-)e = 0, ,1) 

supponendo die le forze di massa siano nulle. Si sa che le condizioni al 
contorno si possono dare in varii modi e noi, quando non lo diremo espres- 
samente, le lascieremo indeterminate. 



(•) Nel libTO: TiCfoits imi- la tMorìa inath. de l'iilast. lìes corps soliiles, alla fliie della 
png. ìGi, Lamé stesso fa degli apprc^izainciiti bu (fucsie sotuzionì nel seueo da noi indicato. 
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Le idee che sono servite di base ai vari! autori per risolvere i problemi 
di cui discorriamo, le raggrupperemo cosi : 

1.** idee di Lamé e Clapevhon, 

%" idee proprie di Lamé, 

3." idee di Thomson, 

4." idee di Bohchardt e di Boussinesq, 

5." idee di Betti-Cehbuti ed affini, 

&.'* idee di Cesaro e di Almansi, 

7* idee dell'autore. 
Gli autori che hanno lavorato sulle idee dei primi tre gruppi si servono 
sempre di rappresentazioni analitiche per sviluppi in serie. Quelli invece che 
hanno lavorato sui tre gruppi di idee successive hanno avuto di mira rap- 
presentazioni analitiche per quadrature. Nei lavori dell'autore la quistione 
della speciale rappresentazione analitica non è una quistione principale. 

Le idee di Lamé e Clapeyhon sono esposte nel 7.** voi. del Joitr. far 
Atath. Ciò che c'è di fondamentale in queste idee sono le osservazioni che 8 
soddisfa all'equazione aM = ed «, v, w all'equazione i' A' 9 ^ 0, in modo 
che determinali gli integrali generali di queste equazioni riesce agevole tro- 
vare i tre integrali particolari dell'ultima delt'ecjuazioni citate che danno l'in- 
tegrale generale delle (1). Il prohlema è allora ridotto a soddisfare alle con- 
dizioni al contorno. Però 1 detti autori non hanno indicato nessun mezzo 
generale per trovare, sotto forma conveniente, adatta per ogni corpo di forma 
determinata, l'integrale generale dell'equazione a' A' 9 — e si sono conten- 
tati di applicare questi principi! ai problemi di un corpo limitato da un 
piano, o da due piani paralleli (*). Questi melodi hanno avuto una più grande 
applicazione nelle ricerche del Mathieu sul problema del parallelo|)ipedo ret- 
tangolo (**), ricerche che Lamé stesso aveva iniziate indicandone le diffi- 
coltà (***). Le idee di Lamé-Clapevbon hanno un valore indiscutibile, però 
sono state sopraffatte dalle idee successive e, presso di noi almeno, quasi 
del tutto dimenticate. Tanto che il Cesaro nel suo libro, del resto, come 
tutti i libri del Cesaro, bellissimo, dopo aver esposta la soluzione del pro- 
blema del corpo limitato da un solo plano, data dal Cehkuti, e prima di 
darne un'altra sua personale dello stesso problema, nella quale c'è pure 



(•) Journal fSr Mnlh.. Bd. 7, pflg. 400. 
(*•) Théorie de l'élast. des corps solides, 2' paitie, pag. 140. 
(""") Lefvns ntr la IhéorU malh. de Velasi., pag. 151. 
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tanto delle idee di Lamé-C i. ape vron, asserisce : Il prof. Cerruti ha trattato 
il problema precedente « per dare un'illustrazioìie abbastaìtza facile del metodo 
generale» proposto da Betti. Quatido non si ha in vista questo scopo, nm si 
vuole soltanto raggiungere la soluzione del problema dei suoli elastici, è ben 
facile pervenire con procedimento piìi rapido e diretto alle formale generali 
ottenute dal prof. Cerruti, e ciò sensa rinunciare a « condurre la soluzione 
in modo die possa somministrare qualche lutne per la trattazione di problemi 
analoghi per corpi di forma più, complicata » (*), Basta infatti riguardare 
proviHsoriamente come nota la dilatazione cubica ft, calcolar poi gli sposta- 
menti (u, v, w), e dedurne l'espressione di fi : questa funzione si trova così 
isolata in ima relazione che serve a determinarla (**). Ora Lamé e Clapeyron, 
nella Memoria citata, si esprimono, precisiiniente, così : Pour intégrer généra- 
lemenl les équalions du § 8 (equazioni (1)); il convieni de chercher d'abord 
l'intégrale generale ^, et de la subsUtuer dans ces équalions, mises sous la 
forme:... (la forma di cui ai parla è la forma (I)); on integrerà eìisuite gé- 
néralemenl ces équalions différenlielles, et il ne resterà plus qu'à expriiner que 
les valeurs générales de u, v, w, 8, satisfont ù l'équation 

, du dv div 
dx dy dz 

Ces intégrations n'offrent par elles mémes auciine difficulté nouvelle; mais 
les fonctions arbitraires qui enlreroìtt dans les intcgrales ■ générales obtenues, 
doivent étre déterminées d'après les conditions données du nouvel état d'equi- 
libre, et celle determination exige des recherches particulières (*•*), Dunque, col 
Cesabo siamo allo stesso punto che con Lamé e Clapkyrun, forse anche pìi'i 
indietro. Dal modo di esprimersi del Cesaro si deve at^uire clie egli non 
conoscesse la soluzione del problema di cui si occupa, data da IjamÉ e 
Gi.APEYHOS. In quanto a me, devo dichiarare francamente die la lettura del 
libro del Cesaro mi ha tratto in inganno ed ho attrilìnito completamente 
a lui ciò che era dovuto ai menzionati autori (****). Pili tardi anche il Boggio 



(•) Lft parole virgolale Bono del prof. Ckrhl'ti, Mem. dell'Acc. dei lÀi 

{••) Introtl. alla teorìa nitit. (kll'elasl., pag. 1:^. 
(•••) Journal far Mftth., B<1. 7, pttg. 155. 
(*"•) Ann. di Mai., s. Ili, t. Vili, 1903; fine della Meni. 
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dev'essere caduto nello stesso inganno (*) e pare, non si sia accorto che il 
merilo dì essersi ingannati pel primo toccava a me. 

Il gruppo d'idee a cui diamo il nome di Lamé è quello di cui quest'au- 
tore s'è servito per ottenere la soluzione del problema pel corpo limitalo da 
due sfere concentriche {•*). Lamé, seguendo la serie delle idee che erano cosi 
fortemente radicate in lui, ha creduto di rendere più agevole la soluzione 
dei problemi di equilibrio elastico, trasformando le equazioni fondamentali 
del problema in un sistema di coordinate curvilinee, scelto opportunamente 
per ogni corpo di forma determinata. Questa convinzione di Lamé trovò anche 
il terreno preparato per essere generalmente assorbita e le primitive idee 
di Lamé-Clapeyron parvero piuttosto soltanto adatte per le coordinate car- 
tesiane. Dopo aver trasformate le equazioni in coordinate curvilinee, Lamé 
determina: l.*" l'espressione più generale di ft, in queste coordinate, 2." ci,, 
w„ o, dalle equazioni trasformate delle (2) che, com'è noto, conservano la 
stessa forma qualunque sia il sistema di coordinate curvilinee, ortogonali 
che si adopera, 3,° le espressioni di u, v, tv dalle relazioni che legano que- 
ste quantità con o,, rs,, «,. Dopo ciò resta da determinare le costanti che 
entrano nelle espressioni di u, v, tv in modo da soddisfare alle condizioni 
in Buperilcie. Ma regole generali per fare tutti questi passi non sono state 
indicate né da Lamé, né da quelli che dopo di lui hanno voluto seguire le 
sue orme. Di questi noi citeremo soltanto Wangekin (***) e Jabrisch (****) 
che hanno cercato dì estendere il metodo di Lamé sistematicamente a tutte 
le superfìcie di rotazione. Però per pochi casi soUanto sono andati in fondo 
e, soltanto per il toro circolare, Wanofìbin ha determinato le costanti con i 
metodi usuali. Notiafno infatti che il problema della determinazione delle co- 
stanti, per soddisfare alle condizioni in superficie, può offrire le più gravi dif- 
coltà se le soluzioni elementari con cui è composta la soluzione generale che 
si trova seguendo le idee di Lamé-Clapevron, ovvero quelle di Lamé, non 
soddisfano alle condizioni di ortogonalità. 



(*) Vedi l'ìntr. alla NoU: 8uUa fkform. di una sfera eìaH. iaotr.. Alti della R. Acc. di 
Torino, voi. XLI, 1906. 

(**) Vedi la cit. (") a pag. 131, — Il metodo che Laué e Clapkyron hanno indicato 
per risolvere il prohlema del corpo limitato da due cilÌDdri di rotazione aventi lo stesso asse, 
partecipa del 1." e del 2.° gruppo d'idee. 

(•••) Ardi. Jfa*. Pkgs., 1873, pag. 113. 
(••••) /qw. fi>r Math.. Bd. 104, 1889, pag. 177. 
Annali di MciUmatica, Serie 111, Tomo XV. 18 
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Il Thomson non si occupa che di una quistione particolare: del problema 
dell'equilibrio elastico di un corpo limitato da una sfera, o da due sfere con- 
centriche (*), problema già risoluto da Lamé. Malgrado ciò si possono rilevare 
uella soluzione del Thomson due idee che hanno una importanza che su- 
pera certamente l'applicazione al caso particolare ch'egli ne ha fatto. In primo 
luogo l'autore mostra che la trasformazione delle equazioni dell'elasticità 
in coordinate curvilinee può non essere utile e, tanto meno, necessaria 
per risolvere problemi di equilibrio elastico; in secondo luogo Thomson mo- 
stra che nella risoluzione di questi problemi si possono impiegare utilmente 
serie di polinomiì. In quanto al resto i suoi procedimenti non differiscono 
sostanzialmente da quelli di Lamé-Clapevros che cosi vengono ad acqui- 
stare una molto maggiore estensione di appticabihtà. Le idee di Thomson 
sono state sfruttate ampiamente ed, in Ingliilterra, varìi autori le hanno 
applicate a numerosi problemi particolari su corpi limitali da una sfera, da' 
una superficie quasi sferica e da una superfìcie ellissoidica (**). Esse hanno 
avuto la ma^ior estensione nelle mani del Somigliana (***) e dei Gos- 
SEHAT (*•**) i quali autori ne hanno fatto il punto di partenza per la costi- 
tuzione di un metodo generale d'integrazione per mezzo di soluzioni ele- 
mentari. Ai GossRRAT si deve anche un tentativo per la effettiva determina- 
zione di queste soluzioni elementari, sotto forma di polinomi!, per il caso di 
un ellissoide qualunque. Su quest' ultimo argomento vi sono anche alcune 
note del Boqgio, sulle quali avremo da ritornare in seguito. 

lì metodo di cui si serve il Borchahdt (*****) per ottenere la soluzione 
del problema della sfera è ancora quello di Lamé, ma in esso si sente forte- 
mente anche l' influenza della soluzione di Thomson. 11 metodo di Borchabdt 
per la sfera e di Boussfnesq (******) pel semispazio non contengono idee gè- 



(•) Phyì. Trans. Bay. Soc., voi. 153 (1863). — Kelvin and Tait, Nat. Phil, parte II. 
("•) Per tutte queste ricerche si può consultare utilmente: Love, LehrbMch der EXa- 
aiicmt, (trad. di A. Timhe), Gap. XI. 

(••") Raid. lai. Lonib., voi. 24 (1891), pag. 1005; idem. voL 29 (1896), pag. 423. 
(••••) Comptes rendus, voi. 126(1898). pag. 1089; idem. voi. 197 (1898). pag. 415; idem, 
voi. 133 (1901), pag. 145. 271, 326, 361. 382. 

(<••••) Berlin Monatsber., 1873, pag. 9. Ges. Werke, pag. 247, 307. 
('•••••) Comptes rendiis, voi. 86 (1878), pag. 1260; voi. 87 (1878), pag. 402; voi. 88 (187»), 
pag. 331, 375, 701, 741. — AppUc. des polentiels, pag. 21. — Vedi aiiclie Clebsch-St. Vekant, 
Élasticité, pag. 374. 
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nerali proprie, ma ad essi si devono le prime soluzioni per integrali definiti 
e, si può dire, con essi comincia, per queste ricerche, una nuova èra. 

La Memoria, veramente mirabile, del Betti (*) sulle equazioni della ela- 
sticità gettò éu queste un fascio di luce nuova, inattesa, e preparò, special- 
mente in Italia, una fioritura di lavori quale poche altre Memorie possono 
vantarsi di aver prodotto. Il suo teorema di reciprocità dovette sembrare una 
rivelazione. Con mezzi semplicissimi dava già una folla di risultati e per- 
metteva di penetrare addentro nelle proprietà analitiche delle equazioni di 
cui si tratta. Le analogie che già metteva iu vista con la teoria del poten- 
ziale, la possibilità di adoperare funzioni ausiliarie, analoghe a quelle di 
Green, per risolvere i problemi di equilibrio elastico allargavano grandemente 
le idee anche nel campo dell'analisi pura. Le soluzioni già citate di Bok- 
CHAKDT e di BoussiNESQ, per mezzo di quadrature, la speranza di riuscire a 
soluzioni analoghe col metodo di Green generalizzato, la riuscita del metodo 
di Green, iu numerosi casi, per l'equazione di Laplace hanno dato alte idee 
del Betti, anche in quanto erano metodi d' integrazione, un valore grandis- 
simo; il che era poi molto naturale. Gli antichi metodi furono per conse- 
guenza messi da parte e dimenticati, mentre la fiducia nei nuovi metodi an- 
dava crescendo, grazie soprattutto al lavoro perseverante del prof. Cbk- 
RUTi (**). Le idee del Betti furono coltivate sotto lutti gli aspetti e fra i più 
fedeli interpreti ed i migliori continuatori dell'opera del Betti dobbiamo 
citare il Somioliana nella memoria; Stille equazioni dell' elasHcilà (*•*). Per 
scopi scolastici i metodi d'integrazione delle equazioni dell'elasticità, basati 
sull'uso del teorema di reciprocità e sull'impiego di funzioni ausiliarie ana* 
loghe a quelle di Green, hanno avuto più simmetrica applicazione dal pro- 
fessore Volterra i cui risultati sono stati pubblicati dal Lauhicella (****). 

I lavori del Cbsaro («♦•••) e dcll'ALMANSi (•*••**) rappresentano un completo 
ritorno all'antico. Forse senza neanche immaginarlo, hanno richiamato in onore 
le antiche idee di Lamé-Glapeyhon. In ordine di tempo è discretamente prima 
il Cesabo. Senza alcun dubbio, nelle idee di questo autore c'è qualche cosa 



(") Teoria dett'elastieità. Nuovo Cim., voi. 7, 8, 9, 10, s. 2.», (1872-73). 
(") 3fei«. dell'Acc. dei Lhwei, voi. 13, a, 3.' (ISSà), pag. 81 (prìncipalmenle). 
("•) Ann. di Mot., voi. 17, 8. 3.' (1889). pag. 41. 
(•"•) Ann. della acitola ttorm. di Pisa, voi. 7 (Itt94). 
("*"•) Introdue., ecc., pag. 120. 
(*»••") Mem. deBa B. Acc. di Torino, e. 3.», voi. 47 (1897). 
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di più che in quelle di Lamé-Clapkvkon; e questo qualche cosa di più s'è 
irili'odotlo, si può dire, da sb suggerito dalla rappresentazione per quadrature 
die il Cesaho aveva in mente di ottenere. Lamé e Clapevrok cercavano 
dapprima soltanto soluzioni elementari delle equazioni della elasticità, con 
queste formavano le soluzioni generali e passavano poi a soddisfare alle 
condizioni a! contorno. Nella loro mente era ben fisso che rultima parte 
del problema doveva essere quella di soddisfare alle condizioni al con- 
torno. Invece il Cesaho determina dapprima gli integrali dell'equazione 
dell'eia stìcitiV quando sia supposto nota 6 in modo che sieno soddisfatte 
le condizioni al contorno; quindi passa alla determinazione di 0. Se si 
pensa alle difhcoUil che si possono incontrare quando si passa a soddisfare 
alle condizioni in superficie seguendo il metodo di Lahé-Clapbvkon, o 
quello di Lamé, si troverà che questo del Cbsabo non è un passo privo 
di importanza. Ma nel Cebaro non c'è nessuna idea generale, oltre a delle 
vaghe indicazioni, che possa guidare alla determinazione delle funzioni i», v, w, 
quando 6 è nota, soddisfacenti alle condizioni al contorno. Anzi sì esprime 
in modo come se la soluzione del problema speciale al quale s'è applicato, 
sia dovuta a circostanze speciali che si riscontrano nel caso suo. A queste 
idee del Cesaho, I'Almansi aggiunse il risultato, chiaramente espresso da lui 
per la prima volta, contenuto nel teorema che ogni funzione biarmonica si 
può esprimere per mezzo della somma di una funzione armonica e del pro- 
dotto di un'altra funzione armonica pel quadrato del ra^io rettore contato 
da un punto (isso. Questo teorema, insieme alle idee che già si trovano nel 
Cesaho, hanno condotto ad una soluzione molto semplice del problema della 
sfera, oltre che alle soluzioni di altre quistioni congeneri relative alla sfera. 
Al BoGGio (*) si deve l'estensione di questi metodi ad una rilevante cate- 
goria di aree piane la cui idea prima è anche delI'ALMASSi (••). 

Riassumendo il fm qui detto, troviamo che l'esperienza è venuta dimo- 
strando che, di tutti i metodi immaginati per ottenere la soluzione di pro- 
blemi di equiUbrio elastico per un corpo isotropo, quello più antico di Lamé 
e Clapeyron si è dimostrato il più adatto; e, di passaggio, osserviamo come 
spesso è difficile rintracciare la via giusta nella scienza. Ma le soluzioni, fin 
qui date, si fondano tutte su particolarità inerenti ai problema speciale da 



(•) Atti della R. Acc. di Toritto, voi. XXXV (1900). — .Vwow) ««., e. 1.", voi. XII (1900); 
idem, 8. 5.", voi. I (1901), Atti del R. Tetituto veneto, t. LXI, (1901-1904). 

(*■) SuUa ricerca ddle fune, poli-arm., Rend. del Circ. mal. di Palermo, t. XEII (1899). 
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rÌBolTere. Per avere un indirizzo generale, resfava da indicare la via da se- 
guire per determinare i tre integrali particolari dell'equazione^' A'9=0 che, 
nello stesso tempo, soddiittino alle equazioni dell'elasticità quando 6 è nota 
ed alle condizioni al contorno. Raccogliendo il meglio dai predecessori, 
come l'esperienza m'insegnava, ho potuto superare felicemente questa diffi- 
coltà con l'aiuto delle funzioni ausiliarie che s'incontrano nella teoria del 
potenziale e questa parte del problema è ricondotta completamente net 
campo delle funzioni armoniche (*). Il metodo resta valido anche nel caso 
in cui agiscono forze di massa (•*). Resta poi da determinare 9 dalla solita 
equazione funzionale nella quale quistione si raccolgono principalmente te 
difficoltà per risolvere i nostri problemi. E cosi la serie dei problemi d'equi- 
librio elastico risoluti s'è venuta, di molto, accrescendo (*••). 



Fra i problemi d'equilibrio elastico più tentati si deve annoverare cer- 
tamenle quello dell'ellissoide generale, o di rotazione. E la risoluzione di 
quest'ultimo problema sta, per me, a dimostrare la bontà delle idee da me 
introdotte. Non credo cosa inutile, per concludere, di riunire qui alcuni 
cenni sulla storia degU sforzi fatti per risolvere il problema dell'ellissoide 
come può risultare da documenti sicuri; pensando anche che il problema del- 
l'ellissoide di rotazione può avere una importanza eguale, se non superiore, 
al problema della sfera elastica e dell'ellissoide fluido rotante nella teoria della 
iigura dei pianeti. 

Seguendo la serie delle idee di Lamé relativamente ai problemi di ela- 
sticità e, più in generale, relativamente ai problemi di fìsica-matematica, si 
acquista subito la convinzione che egli deve aver tentato, a più riprese, di 
ottenere la soluzione del problema dell'equilibrio elastico di un ellissoide 
generale ed anche, più particolarmente, di un ellissoide di rotazione. Nel suo 
libro : Le^ns sur les coordonnées curvUignes, ecc. . . . (| CLXXIX, pag. 337) dopo 
aver esposta la soluzione del problema del corpo limitato da due sfere concen- 
triche, egli nota che con ciò è dato il primo esempio di risoluzione di problemi 



(") Ann. di mai., a. 3.«, voi. 8 (1908). 
(••) itemi, del Circ. mot. di Pahrmo, voi. 17 (1903V 
(•••) Ann. di mot., b. 2.", voi. IO (t90i); Bettd. (teU'Aee. rfei Limei, a. 6.', 
idem, B. 5.', voi. 14 (1906). 
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di equilibrio elastico dì corpi limitati in tutti i sensi ed aggiunge: Il y a tout 
lieu de penser, qu'on ne réusaira, dans la uiéme voie, avec un autre systènie or- 
thogonal, qu'en lui découvrant, d'abord, la facullé analogue, de développer si- 
multanémenl deux ou trois fonctions, de une oti de deux de nes coordonnées. Non 
dico già che queste parole suonino per noi completamente chiare. Da esse 
si può però trarre sicuramente la convinzione che Lamé, al quale devesi l'in- 
troduzione nella fìsica-maleniatica dell'ellissoide e delle coordinale curvilinee 
corrispondenti, deve avere sperimeniato se le condizioni ch'egli aveva in mente 
erano verificate nel caso dell' elhssoide che, dopo la sfera, è il corpo più 
semplice che sia limitato in tutti i sensi. Però su questi tentativi non si sa 
che Lamé abbia nulla pubblicato. Eguali tentativi devono essere stati fatti, 
in primo luogo, dal Mathieu che era cosi nutrito delle idee di Lamé e che 
pure ha lavorato abbondantemente sugli argomenti vicini delle vibrazioni 
trasversali di una membrana ellittica e della propagazione del calore in un 
corpo ellissoidale. In secondo luogo, dal Wangeiun (*) i cui lavori abbiamo 
avuto già occasione di citare e, forse anche, dal Jaebisch (*) che ha conti- 
nuato i lavori del Wangerin. Altri tentativi, iniine, condotti da altri punti 
di vista devonsi al Somigliaka (*), al Cree (•*), ad E. ed F. Cosserat (***) ed 
al BoGOio (•*••) ai quali si devono dei tentativi per la ricerca delle soluzioni 
elementari sotto forma di polinomii. Però le difficoltà materiali che restano 
sempre da superare in queste ricerche fanno sì che esse restino sempre 
molto lontano da una effettiva soluzione del problema. Quanto la importanza 
del problema fosse nella coscienza di molti risulta anche dai numerosi casi 
particolari che diversi autori si sono proposti di risolvere e fra ì quali ci- 
tiamo : G. Chee (**••*). D. EowARDBS (*•••••), L. Lecornu (**"•••), A. Vi- 

TEKBI (•**•**••). 



(•) Rena. deU'Isl. lomb., s. 2.«, voi. 24 (1891). 

O Quart. Joum. of Matk., voi. ^7 (1895). 

(•") Comptes rendus. voi. 127 (1898); voi. 133 (1901). 

(••") Hend. (lelfAec. dei I.hieei, s. 5.", voi. 1.5 (1906). 

(••■•") Quart. Joura. of math., voi. 23 (1888). 

(••••") Quart. Journal of Mai.vo\. 26 e 27 (1893, 189i). 

(••*«•••) Compies rendua. voi. 123 (1896). 

(•""""•) AHI ddfAcc. dei Lincei, s. 5.», voi. 12 (1903). 
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Domando scusa se qualche volta ho dovuto parlare di me. lo non de- 
sidero altro che le ricerche di cui abbiamo discorso, per loro slesse soltanto, 
sieiio, possibilmente, apprezzate anche dagli altri cultori della scienza. Per 
indurli a ciò, non parlerò dell'entusiasmo il più vivo col quale Lamé circon- 
dava queste quistioni. Poniamo pure che Lamé sia eccessivo quando paragona 
il problema dell'equilibrio elastico di un parallelepipedo rettangolo al pro- 
blema dei tre corpi (•), lo addita, per le sue difficoltà, agli sforzi dei futuri 
studiosi e si adopera perchè sia messo a concorso ripetutamente dall'Acca- 
demia. Ma è, per lo meno, indubbitabile che questi problemi sono slati sul 
tappeto per diverse generazioni e fra i più ribelli delta fìsica-matematica. E 
ciò dovrebbe bastare perclìè sia tenuto buon conto di ogni sforzo fatto per 
raggiungerne la soluzione. Io, d'altra parte, sono convinto che, all'infuori 
di qualunque dibattito sulla loro importanza pratica, quando queste ricerche 
saranno chiuse, esse formeranno uno dei più splendidi capitoti di applica- 
zione della teoria delle funzioni armoniche. 



(*) Lefona sur to théork math. de Velasi. . 
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Nuova esposizione 

della geometria infinitesimale 

delle congruenze rettilinee. 

{Di Gustavo Sa.vnia, a Torino.) 



Le fukmb kundamgn'tali della congruenza. 

1. Lia via generalmente seguita per lo studio delle congruenze retti- 
lìnee (o sistemi ac' di ra^) dal punto di vista della Geometria Infinitesimale, 
è quella aperta da! Kummer con la sua classica Memoria (*). 

Secata la congruenza con una superficie di partenza S, su ogni raggio g 
si prenda come punto di partenza (origine) il punto (o uno dei punti) M 
ove g incontra S e si scelga un verso positivo. Riferila la superficie S ad 
un sistema qualunque di coordinate curvilinee (u, v), la congruenza è ana- 
liticamente definita quando si conoscono in funzione di m e » le coordinate 
X, y, s del punto Jtf e ì coseni direttori X, Y, Z del raggio p. 

Il punto itf' (X, r, Z) della sfera 



è, l'immagine sferica di g e, 


variando 


« e «, descrive Vimmagine 


sferica 


della 


conffi-«e»tóa. 
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(") Allgemeint Theorie tìer gera<ìlìitigen Strakhnsysleme (Crelle's Journal, voi. 67, 1859). 
Annali di Matentatica, Serie III, Tomo XV. Itt 
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il KuMMER introduce come forme fondamentali della congruenza le due forme 
differenziali quadraticbe 

ds"= 2(ÌX* = £d«* + 2Fd«d«-f Gdw', (3) 

^dxdX=edu' + {/"+ f')dudv + gdv\ (4) 

In questo lavoro mi propongo di esporre i fondamenti della teoria delle 
congruenze rettilinee, seguendo altra via : sostituendo cioè alla (4) un'altra 
forma quadratica clie stimo più conveniente. 

L'utilità di questa sostituzione apparirà in seguito: si vedrà die le nuove 
formole esprimono meglio le proprietà intrinsecìie della congruenza (ossia 
le proprietà della congruenza in sé) e che la superfìcie di partenza prende 
nettamente il posto che le compete, cioè di ente utile, ma non indispensa- 
bile; si noterà infine la completa analogia dell'esposizione con quella della 
teoria delle superfìcie. 

Ma ci si può convincere a priori dell'utilità della sostituzione, osservando 
che delle due forme del Kummer solo la prima ha un significato intrinseco (*); 
invece la seconda è intimamente legata alla superficie di partenza, cioè ad 
un ente sussidiario ed estraneo alla congruenza e muta con essa. DÌ più 
nella esposizione del Kummrr una proprietà intrinseca della congruenza non 
sempre è espressa da una relazione tra i soli coefficienti delle due forme, 
bensì questa contiene anche elementi della superlicie di partenza; quindi 
per lo studio della congruenza non basta la conoscenza delle due forme. 
Per esempio, la proprietà di una congruenza di essere normale o di avere 
le due superficie focali coincidenti (proprietà intrinseche) sono rispettivamente 
espresse dalle relazioni 

[gE^(f+f'ìF+eGYr-4^{EG~F'){eg~fn^0; 

ora, note solo (e due forme fondamentali, è noto f+f, ma non sono note 
f ed f separatamente, quindi non è possibile verificare se queste relazioni 
sieno o pur no soddisfatte. 

È quasi superfluo avvertire che le proprietà geometriche delle congruenze 
contenute in questo lavoro non sono nuove, almeno in generale: esse si tro- 



{*) Esfia inratti rappresenta il quadrato dell'elemento lineare sferico ed il quadrato del- 
l'angolo di due rag^l ìnttiiitamente vicini ^(k, v) g' {u +du, e-^-dv). 
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vano o nella Memoria del Kummbr o in lavori posteriori (*). Nuovo è il con- 
cetto di indicatrice {§ 6). 

2. Manterrò la prima forma fondamentale (3) e supporrò che sia de- 
finita, cioè che sia 



du 


dX 
dv 


X 


* 






dv 


Y 


= EG- 


-F*>0 


du 




Z 







Sìa da \& minima distanza fra i due raggi intinitamente vicini 

g iu, «), g' {u-\-du, v-\-d v). 

Il punto G ove essa incontra g ed il piano gdo sono il punto centrale 
ed il piano centrale di g relativi a j/. Q è un punto della linea di stringi- 
mento per ogni rigata della congruenza contenente g e g'. Tali rigate si toc- 
cano in ogni punto di g, perchè in ciascuno di essi hanno a comune il piano 
tangente: questo piano nel punto Q è Ìl piano centrale e in ogni altro punto 
di g si può determinare con la nota legge di Chasles sulla distribuzione dei 
piani tangetUi 

ove t è l'ascissa del punto rispetto al punto centrale, fl l'angolo del piano 
tangente corrispondente col piano centrale e p il parmmtro distributore 

dt 

L'angolo 8 è compreso fra — a- e ;.- ed il suo segno dipende dal senso 

secondo cui rota il piano tangente quando il punto di contatto si muove 
su j7 a partire dal punto centrale Q. Per un osservatore situato lungo il senso 
positivo di g coi piedi in Q, la rotazione avverrà nel senso positivo (da de- 



(") Cfr. per es., Zindler LinteugeotHetrie, Z*' Bd., Hensel (Creile ìOì), e 
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stra a sinistra) se p è pOKÌtivo e nel senao negativo se p è negativo. Nel 
primo caso la rigata può dirsi sinìsirorsa e nel seconda destrorsa. 

Se p = 0, ff e if si incontrano ed il piano tangente gg' è stazionario 
lungo g; allora la rigata si comporta in g come una sviluppabile. 

3. Or consideriamo due rigate della congruenza passanti per g e ri- 
speltivaraente per i due ra^i inlìnitaracnte vicini 

g' (u-'r du, v + d v), g" {u + iu, v + S v). 

Dirò angolo delle due rigale in g l'angolo dei corrispondenti piani cen- 
trali di g, ossia l'angolo delle minime distaiixe d'i e ^t di g da ^ e g'. 

È facile stabilire delle formole per il calcolo degli aiigoU. 

Si osservi infatti che d» e la sua immagine sferica ds' sono ortogonali, 
come pure 8 e e Ss', e che tutti e quattro sono parallele ad un piano, perchè 
ortogonali a g, quindi : l'angolo di due rigate è eguale all' angolo delle loro 
immagim sferiche. 

Questa semplice osservazione permette di applicare alle congruenze le 
relazioni angolari nate sulla sfera o, più generalmente, su di una superfìcie 
qualunque (*). 

Quindi l'angolo di due rigate è dato dalla formola 

co8(d<», S(i)= ''....' , - , (5) 

\l(Edtt'+-iFdiidv + Gdv'){ESu'+'ÌF6uSv+GBv'ì 

da cui segue la condizione di ortogonalità di due rigate : 

EduSu + F{du8v + dvSu) + GdvSiv^0. (6) 

Io particolare, l'angolo t» delle rigate coordinate «, » è dato da 

F 
cos u ^ , - ; 
\1E0 

quindi F=0 è la condizione necessaria e sufficiente affinchè le rigate coor- 
dinale sieno ortogonali. 

Ancora: l'angolo fl che una rigata passante per g e g' ^a. con la rigala* 
{v = costante) è data da 

. 1 l„du , ,,dv\ . \[EG ~ F^ dv 

yjM \ d«'^ ds] ^IF di/ 



<*) Cfr. Bianchi, Lteiani tft Qoometria DifferereHMiaie, 3.' ed., voi. I, g 43. 
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o, se le rigate u, v sono orto^nali, da 

n i-ndu „ :T:dv ,. Ig dv 

^ do ^ d« ^ V E du 



(7) 



Del resto le forinole precedenti si possono dimostrare direttamente, me- 
diante le altre facili a stabilire (•) 



cos {d 1, x) = 



cos (d o, y) ^ 



cos {d 1, z) = 



(^ 


8X 


~-llV' 


..(. 


8X 
So 


-1^)- 


(.. 


ir 

Ti 


^JEdu' + '2Fdudv + Gdv' 


(^ 


8» 




( « + e d 11* 



A\/^dM' + 2Fd«(Ì« + GdD' 



ive 4 è il valor positivo del radicale ^EG~F^. 
4. Si ha 



quindi, per le (8), 



rf 5 = 2 t^os (d u, x) d X, 

Ddu'+'iiydudv + D'dv' 
\IE du' +"2 Fd udv-\- G dv' 



ove />, D', D" (e X) sono funzioni di «, v definite dalle formole 





-|(-2|l^- 






-+-^(-:s|^l1- 


„y}X dx] 






py_dX}x\ 




e. I, pag. WS. 




(•) BlAJCRl, 1, 





(8) 



(9) 
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Dirò seconda forma fondamentale della congruenza la forma difTerenzìale 
quadratica 

— )L = — dids'=.Ddu'+^D'dudv + D"dv'. (10) 

Essa ha un significato intrinseco, perchè fi è il mometUo (Cavlby) dei 
due raggi infinitamente vicini g e g'. 
Le formole (9) e le loro inverse 

„ ax 9 « _ r:(D'^\) — FD ., sx a» _ e d' — f {u -{-x) \ 

„dX dx_ F{D'-k)-GD g.Y dx FD"^CHI/+>) \ * ' 

permettono di passare dalla forma (10) a quella di Kummeh (4), e viceversa. 



Variazione del parametro ;>. Superficie distributrici. 

5. Il parametro distrihutore p è misurato dal rapporto delle due forme 
fondamentali (§ 2) 

_ J> d h' + 2 D* rf K rf u + fl' rf «' 
^~ Edu'+'ÌFditdv+Gdv' ' ' ' 

Vediamo come esso varia, variando il rapporto du:dv (da cui solo di- 
pende) ossia variando il piano centrale. 

La (3) è una forma definita, quindi con una trasformazione reale delle 
variabili w, v possiamo ridurre simultaneamente a forma ortogonale le due 
forme fondamentali (3) e (10). Le nuove variabili da introdurre sono quelle 
che, eguagliate a costanti, diinno gli integrali dell'equazione quadratica 

i \ Edu + Fdv Fdu-\- Gdv ì 

A j Z) d tt -i- D' d « I)' du+ D" dv\~ ' 

ove e è il covariante simultaneo delle due forme (*). 



(•) Bianchi, 1. e, I, 
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Si ha indeterminazione solo quando sia 

E F G ' 

ed in tal caso la congruenza si dice isotropa. 

Cliiamerò superficie distributrici della congruenza le superticie rigate in- 
tegrali della (13). 

Assunte a linee Coordinate w, v, rendono 

F=0, i/ = 0, 

e però sono ortogonali; dunque: in ogni congruenza esiste un doppio sistema 
ortogonale, sempre reale, di superficie distributrici, la cui equazione differen- 
ziale è la {VA); si ha indeterminasione solo nelle congruenze isotrope. 

Dirò piani distributori i piani centrali di un raggio relativi alle superficie 
distributrici, e parametri distributori principali i valori p, e p, del parametro 
distributore p relativi alle superficie distributrici u, v. 

Avremo dunque 

Ddu* + D'dv' 
p=- 



e in particolare 

quindi 

ossia, per le (7), 



È' rf u' + (ì d ti' 
D D' 



Al^h^'^^l 



(14) 



p = p, cos*8+p, sen' 9, (15) 

ove 6 è l'angolo che il piano centrale di g corrispondente al rapporto du:dv 
fa col piano distributore v. 

La (15) dà la legge di variazione del parametro p. 

In particolare, essa mostra che le superficie distributrici sono quelle ri- 
gate della congruenza lungo le quali il parametro distributore assume i valori 
tnaasimo e minimo x), e p,. , 
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Indicatrice, parametho totale e pabahetko medio. 

6. Il parametro p varia come la curvatura normale delle linee di una 
superficie passjinti per un punto: la (15) infatti non differisce dalla nota for- 
inola di Eulero. Lasciandoci guidare da questa perfetta analogia, possiamo 
dare una rappresentazione geometrica espressiva della variazione del para- 
metro p. 

Le minime disianze da del raggio g dai raggi iiitinitamcnie ricini sono 
tutte perpendicolari a g. In un punto qualunque C di g conduciamo il piano 
perpendicolare a (f ed in esso assumiamo come essi cartesiani ortogonali 5, t 
le tracce dei piani distributori v ed u. 

Sulla traccia di un piano centrale qualunque per g, di inclinazione 8 sul 
piano distributore v, portiamo a partire da C Ìl segmento CP eguale alla 
radice quadrata del valore assoluto dell' inverso del corrispondente valore 
del parametro p. Diremo indicatrice il luogo dei punti P reali. 

Le coordinate dì P saranno 

f _ ^^^ ^ _ ^'^^ ^ 

quindi, per la (ITj), si avrà 

P.S'-Hp.V^itl (16) 

come luogo dei punti P reali o immaginarli. 

In un raggio g in cui p, e p, hanno lo stesso segno, e che diremo raggio 
ellittico, l'equazione (16) rappresenta due ellissi, di cui una sola è reale e rap- 
presenta quindi l'indicatrice. In un raggio in cui p, e p, hanno segni diffe- 
renti, e che diremo raggio iperbolico, la (16) rappresenta due iperboli (reali) 
coniugate che costituiscono l'indicatrice. 

Le superlicie distributrici si possono dunque anche definire come quelle 
rigate della congruenza lungo le quali i piani centrali dei singoli ra^'i con- 
tengono un asse 'dell' indicatrice. 

In un raggio ellittico p ha un segno costante (il segno comune di p, e p,), 
quindi (§ 2) le rigate della congruenza uscenti dn esso sono ivi tutte destrorse 
tutte sinistrorse. Invece in un raggio iperbolico le rigate corrispondenti a 
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piani centrali che incontrano una delle due iperboli sono tutte destrorse, 
mentre quelle corrispondenti a piani centrali che incontrano l'altra iperbole 
sono tutte sinistrorse; il passaggio dall'una all'altra specie di rigate avviene 
negli asintoti comuni alle due iperboli, e pei- le corrispondenti rigate si 
ha i) = 0. 

In generale, in ogni congruenza esiste una regione di raggi ellittici ed 
una di raggi iperbolici, conlìnanti con una rigata di raggi paraholid, lungo 
la quale uno dei parametri principali è nullo. 

7. Il modo di comportarsi delle rigate uscenti da un raggio dipende 
dunque dai valori dei parametri distributori principali p, e p,. 

Sono principalmente importanti le due seguenti funzioni di essi. 

K^PtPi e /f = i),+pa, 

che diremo parametro totale {o assoluto) e parametro mecìio della con- 
gruenza in g. 

Dalle ( 15) risulta che i parametri p e t>' corrispondenti a due rigale orto- 
gonali qualunque per g /cioè corrispondeitti ai valori e 9^ "A hanno una 
somma costante, cioè che 

p+p' = P,+P,^ U; 

dunque, immaginando distribuite a coppie a due a due perpendicolari le ri- 

1 

-%' 
rametri distributori di tutte le rigate contenenti g. 

1 valori dei parametri distributori principali p, e p, sono dati dalle (14), 
quando però le rigate v,, v sono le superficie distributrici; ma possiamo fa- 
cilmente ottenere la loro espressione in funzione dei coellicienti delie due 
forme fondamentali anche quando le coordinate interne «, r sono qualunque. 
Infatti la (12) può scriversi 

_ (Ddìt-\-Lfdv)dH-\-{Tlfdu-\-D"dv)dy 
^^ {Edu + Fdv)du + (Fdn + adv)dv 

quindi, per la (13), lungo le superficie distributrici 

— _ Ddii-\-D' dv _ _ iydu-\-D " dv 
^~ Edu + Fdv ~ Fdu+Gdv 
Annali di Matematica, Serie III, Tomo XV. 20 
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ossia 

(D + Ei,)il» + (tt + Fp)dv — 0, 

{D~Fp)du F(C'+Oi))iJf=0, 

da cui, eliminando dw e dti, si ha l'equazione del secondo grado in p: 

(EG~F')p' -(ÌFB — ED' — GD)p+(DD' — D") — 0, (17) 

le cui radici sono i parametri distributori priticiiHtti p, e Pt. 
Ne segue che in coordinate u, v qualunque 



Btì — y I 

(18) 

"= EO-F' ) 

Dunque: K ed H sono invarianti (algebrici) simultanei assohilt delie due 
forme fondamentali (*). 

Ciò era da prevedersi, perchè essi hanno un significato geometrico in- 
trinseco e quindi affatto iridipeudente daha scelta delle coordinate interne «, v. 



Doppi sistemf notevoli dì rcuate. 

8. Per ogni ra^io g di una congruenza passano due superfìcie di- 
stributrici; esse quindi forraano un doppio sistema ortogonale di rigate 
sempre reah. 

Ma vi sono altri doppi sistemi notevoh di rigate. 

Diremo piani focali o asintotici di un raggio g quei due piani di g che 
contengono gli asintoti dell'indicatrice. 

Diremo poi superficie asintotica ogni rigata della congruenza lungo la 
quale il piano centrale di ogni raggio coincide con un piano asintotico. 

Tah superitcie sono le sviluppabili della congruenza, perchè lungo esse 
è nullo il parametro distributore p, quindi la loro equazione differenziale è 

Ddu' + 'ìl/dudv+D''dv'==0. (19) 



(") Bianchi, I. e, I, § 3 
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Esse formano un doppio sistema, in generale non ortogonale, e natu- 
ralmente sono reali solo se 

Di)" — /)=<0 o A"<0, 

cioè solo nelle regioni dei raggi iperbolici; sono immaginarie nelle regioni 
dei raggi ellittici. 

In particolare, segue dalla (19) che la condizione necessaria e sufficiente 
affinchè le rigate coordinate u, v sietw le svilapjìabiU è che si abbia 

D = 0, D' = 0. 

9. Due piani per g si. diranno coniugati bs contengono due diametri 
coniugati dell'indicatrice, cioè se coi piani asintotici formano un gruppo 
armonico. 

Indicando coi simboli d e 5 gli spostamenti relativi a due piani coniu- 
gati, la condizione di coniugio è 

D<itt^u~i-iy{duSv + dviu) + D'dvSv = 0. (20) 

Infatti l'equazione che ha per radici du-.dv e Su:S« è 

z^ duBu — z{duBv-\-dviu)-{~dvSv = 

e quella che dà i piani asintotici è 

2)«' + 2D'z + D- = 0; 

la condizione di armonia delle due coppie di valori determinati da queste 
due equazioni è appunto la (20). 

Sì noti che la (20) è formata con i coefficienti della seconda forma fon- 
damentale, come la condizione di ortogonalità (6) è formata con quelli della 
prima. 

Si dirà che due sistemi di rigate della congruenza formano un (rfojj/n'o) 
sistema coniugato, se in ogni raggio della congruenza i due piani centrali 
relativi alle due rigate che vi passano sono coniugati. 

La condizione necessaria e sufficiente affinchè le rigate coordinate u, v 
foniUno un sistema coniugato è che sia 

ìT-O. 
Le sviluppabih di ciascun sistema sono autoconiugate. 11 solo doppio 
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sistema che è nel contempo coniugato ed ortogonale è quello delle superficie 
distributrici. 

Applicando all' indicatrice due noti teoremi di Apollonio relativi ai se- 
midiametri coniugati di una ellisse o di ima iperbole si ha che se p e p' 
sono i ixtrametri distributori relativi a due rigate coniugate e y è l'angolo delle 
due rigate, ai ha 

111,1 sen9_ 1 



(21) 



p -j-j/ = //sen y, pp' = A"sen 9. 



10. Due piani per ini raggio g li diremo ùocUni, se fanno angoli 
eguali con uno {e quindi anche con l'altro) dei due piani distributori. I pa- 
rametri distributori corrispondenti sono eguali. 

Gli spostamenti d e S relativi a due piani isoclini sono legati dalla 
relazione 

{FD — Eiy)duiu+{CD~ED")(duHv + dDBu) + {Oiy — FD-)dvSv=0, (23) 

che si ottiene eguaghando i valori dei conis|)ondenti parametri. 

In particolare: la condizione ìtecessaria e sufficiente afflncìiè le rigale coor- 
dinate i(, V sieiw isocline è die si abbia 

D p^ 

'E~ a' ■ 

Il valor comune dei due membri è il parametro distributore delle rigate 
n, V cambiato di segno. 

Le sviluppabili formano due sistemi isoclini. Ponendo d=S nella (23), 
si ritrova l'equazione differenziale (13) delle superficie distributrici. 

11.1 due piani per un raggio g isoclìni ed ortogonali si dicono prin- 
cipali; essi bisecano gli angoli dei piani distributori. 

Superfìcie principali della congruenza sono le rigate dei due sistemi che 
sono nel contempo isoclini ed ortogonali. Essi sono sempre reali. 

L' equazione differenziale delle superficie principali è 

\Edu + Fdv {FD~-Eiy)du + {GD —ED~)dvì 
iFdu + Gdv {GD — Eir}du + {Oiy — FD")dv\ 

e si deduce eliminando SttiSv dalle (6) e (23). 



=0 
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Dalla ( 1 5), per = -j- , si ha che il parametro distributore comune è -«- ff. 
Assunte a rigate coordinate «, v rendono 

E G 

12, Nelle congruenze (o regioni di congruenze) di raggi ellittici, cioè 
a parametro totale K positivo, la seconda forma fondamentale è definita, 
quindi esisteranno infiniti doppi sistemi (coniugati) che assunti a sistemi 
coordinati «, v le daranno la forma isoterma, cioè renderanno 



D^ir, D' - 
Li diremo sistemi iaotermo-coniugali. 



Superficie luoghi di punti centhali. 

13. Sieno r ed r* le ascisse sui raggi successivi g & i/ dei punti ove 
la comune perpendicolare da a g e ^ incontra t raggi stessi. 
Proiettando ortogonalmente sugli assi, si ha 

x-\-rX-\~da cos (de, x) ^x-i- dx^r' {X-\~d X), 

con le analoghe in y e z ; queste, moltiplicate per X, Y, Z o per dX, dY,dZ 
e sommate, danno rispettivamente 

r='^Xdx + r', 0^ %dxdX+ / y,dX'; 
eliminando / e trascurando infinitesimi di ordine superiore, si ha 

^dxdX 
**- ^dX' 
ossia, per le (3) ed (11), 

^ [FD~E(iy~-k)\du'^-(GD-ED~+^FX)dudv+\G{iy+-k)~-FD~]dv' , 

*" à(Edu'+^Fdiidv+Gdo') ' ' ' 

Questa formala dà Vaseiasa r del punto eentrale del raggio g («, v) rela- 
tivo a g' (ii + du, V -ì-d v). 
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14. Si può anche scrivere 

I Edu + Fdv Fdu+Gdv j 

_ \Ddu-\-D'dv + y.dD D' d H + D'do-'\dtt\ . 

*'^~ i (E d tt' + 2 f'rf M d~v-t Q d t)*) ' 

in particolare per le superficie distributrici di equazione {13) si ha 

|£rfM + Frf(! FrfH + Grffj 

I \dv — 'kdv, I 



A(Brfu' ^iFdudv + Odv') 
ossia 

<r.--\- (23) 

Dunque : i punti centrali di g retatici alle superficie dislribtUrici coinci- 
dono in un unico pitnto Qo di ascissa (25), 

Questo punto si cliiama il punto medio del raggio. 

Superficie inedia della congruenza è il luogo dei punti medii di tutti i 
suoi raggi. Essa è il luogo delle linee di stringimento di tutte le superficie 
distributrici della congruenza. 

In particolare: la condizione necessaria e suflìciente affinchè la super- 
fìcie di partenza sia la superficie media è X = 0. 

15. Assunti come coordinate interne ì parametri u, v delle superficie 
distributrici e come superficie di partenza la superficie media, risulta 

F^O, iy = 0, 1 = 
e la (2i) diventa 

(CrD — ED'-)dudv 



y!Ea{Edu'+Odv') 
ossia, per le (7) e (14), 

r ^ (p, — Pi) seii 6 cos ; 
supponendo ora che la superfìcie di partenza sia qualunque, si ha la forinola 
r = r,+ *- (p, - li;) sen 2 e, (26) 

che dà l'ascissa r del punto centrale di un raggio g relativo ad una rigata 
di inclinazione Q sulla rigata distributrice dì paratìielro p^ . 



db, Google 



delle coHffntenee rettilinee. 



Cambiando 9 in —'} o in ^+ ^ ' r — r„ camiiia solo di segno, dunque : 

sono simmelrid rispetto al punto medio Qg i punti centrali relativi a due ri- 
gale isocline o a due rigate ortogonali. 

I valori estremi di r 

r,=r,+ ^ (Pi— P.), r, — r. — -^ (p. —p.) 

si hanno per')=± ' . dunque: i punti centrali corrispondenti alle super- 
bie principali hanno jìer ascisse i valori estremi di r; tutti gli altri ptmti 
centrali cadono nell'interno del segniento da essi determinate. 

Perciò si chiamano ì punti limiti del raggio. 

La distanza S I dei punti limiti è misurata dalla differenza dei paratuetri 
distributori prinàpali 

2l-p,-p.'; (27) 

essa può anche esprimersi in funzione ùi H e K con la formola 

2 l = ■JH'-IK (•). (28) 

II luogo dei punti limiti è una superficie a due falde (in onerale) cia- 
scuna delle quali si cliiama una superfìcie limite della congruenza, ed è il 
luogo delle linee di stringimento di uno dei due sistemi di superticie principali. 

Itì. La (15) è una relazione fra e p, la (26) è una relazione fra 
r—r^ e 6; eliminando 8, si ha la relazione 

(r - r,y~\-p' -Hp + K=0 (29) 

che lega il parametro p di una rigala per g e la distanza r — r^ del corri- 
spondente punto centrale di g dal punto medio. 

Ponendovi r^r^ si ritrova la (17). 

Ponendo invece p -^ 0, si ha che i punti centrali relativi alle sviluppa- 
bili della congruenza sono simmetrici rispetto al punto «terfjo Qo ed hanno 
per ascisse 

r = r,^ yJ^^K. (30) 

(*) Ne segue che è sempre 



db, Google 



158 Sannia: Nuova esposizione della geometria infinitesimale 

Si dicono i fuochi del raggio. La loro distanza è 

^2f=^<J-~^. (31) 

Il luogo dei fuoclii di tutti i raggi è una superficie a due falde S, e S, (in 
generale) ciascuna delle quali si chiama una fmperficie focale della congruenza. 

Naturalmente ì fuochi e le superficie focali sono reali solo nelle i-egÌoni 
di raggi iperbolici (X'<0). 

I raggi della congruenza inviluppano sopra una delle due falde un si- 
stema oc' di curve, che, sono gli spigoli di regresso delle sviluppabili di uno 
dei due sistemi; analogamente per Taltra falda. 

I fuochi JP, e Fj sono dunque i punti di contatto del ra^io g con le 
due superlicie focali S, ed S, ed i due piani tangenti ivi sono i due piani 
focali o asintotici per g. Precisamente: il piano focale osculatore dello spi- 
golo di regresso luogo del punto F, è il piano tangente in F, ad S, e il 
piano focale osculatore dello spigolo di regresso luogo del punto F, è il 
piano tangente in F, a 5,. 

Ne segue che: au ciascuna superficie focale le curve corrispondenti ai due 
siatemi di sviluppabili formano un doppio sistema coniugato: le une sono gli 
spigoli di regresso di uno d^i due sistemi, le altre sono le curve di conlatto 
delle sviluppabili dell'altro sistema. 

Eliminando r„ fra le (21) e (30) e tenendo presente la (28), sì )ia per 
l'angolo ^p dei piani focali 

2\/-'A' H , 2V^A' ,..,, 



Notiamo anche la formola 



H\ (33) 



CON'ORUESZB PARABOLICHE, ISOTHOPE, KORMAI.t, ECC. 

17. Esistono congruenze di raggi tutti parabolici, ossia {% 6) di para- 
metro totale K identicamente nullo? 
In tali congruenze, essendo 

O fl" — Z/' = 
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i due sistemi di sviluppabili (19) dovi-anno coincidere in un unico sistema, 
sempre reale, col quale coinciderà pure uno dei due sistemi di superlicie 
distributrici, l'altro essendo costituito dalle rigate ortogonali. I fuochi coinci- 
deranno col punto medio su ogni raggio e le due superlicie focali coincide- 
ranno con la superficie media, sulla quale l'unico sistema di sviluppabili 
invilupperà un sistema oo' di linee autoconiugate, cioè le asintotiche di un 
sistema (Cfr. la fine del paragrafo prec). 

Viceversa è evidente che le tangenti di un sistema di asintotiche di una 
superlicie formano una congruenza di rag^i tutti parabolici e che diremo 
perciò parabolica. 

Dunque : le congruenze paraboliche nono quelle costituite dalle tangenti ad 
HH sistema di asintoticìie di una superficie ; in esse il parametro totale K è 
ntdto ed il parametro medio H è eguale alla distanza fra i punti limiti su 
ogni raggio. 

Dalle cose precedenti risulta che le congruense paraboliche occupano fra 
le congruenze il posto che le superficie .imluiìpabili occupano fra le suiierficie. 

Infatti l'analogia è completa: alla curvatura totale nulla, corrisponde il 
parametro totale nullo; all'unico sistema di linee asintotiche (rette), l'unico 
sistema di superficie asintotiche; allo spigolo di regresso (inviluppo delle 
linee asintotiche), l'unica superficie focale (inviluppo delle superfii'ie asinto- 
tiche); alle linee di curvatura (linee asintotìcbe e traiettorie ortogonali), le 
superfìcie disti'ibutrici (superficie asintoticìie e rigate ortogonali). 

18. Diremo raggi circolari di una congruenza ([uelli nei quali l'indi- 
catrice è un cerchio. Tutte le rigate uscenti da un raggio circolare hanno 
ivi egual parametro distributore. 

Vedremo che esistono congruenze di raggi tutti circolari. 

In esse p, definito dalla (12), deve risultare indipendente da du:dv, 
quindi dev'essere 

J^ = K=^' . 

E F G ' 

dunque: afTinchè tutti i raggi di una congruenza sieno circolari occorre e 
basta che la seconda forma fondamentale non differisca dalla prima che per 
un fattore, che è il paiametro distributore p comune a tutte le rigate uscenti 
da uno stesso raggio, cambiato di segno. 

In tali congruenze, dette isotrope dal Ribalcol», il parametro totale 
K^p" è positivo, le rigate sono tutte distributrici, tutte principali, ecc.; i 

Atinali (ìi Malemntìca, Serie III, Tonio XV. ^1 
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punti limili, ed in generale tutti i punti eentrali, coincidono col punto medio 
su ogni raggio. 

Pei- evidenti analogie, le congniense isotrope occupano fra le congruenze 
gtiel posto che la afera occupa fra le superficie. 

19. Una congruenza è normale se è costituita dalle normali di una 
auperlicie. 

Affinchè una congruenza sia nomiale occorre e basta che si possa de- 
terminare una funzione t di «, v, tale che il punto 

c, = x + tX, VI = y + ( y, K = z + tz 

descriva, variando u e v, una superficie normale ai ra^i, cioè tale che risulti 

^Xd^^ = ^X{dx + ldX + Xdt)=: ^Xdx + dt^O; 

dunque occorre e basta che sia 

~dv^ 'du~dìt^ di) ** ^drdu~^dudv' 

Soddisfatta questa condizione, ( è determinata solo a meno di una co- 
stante additiva C, 

t^C-\ZXdx, 

quindi: se esiste una stiperficie nonnaie ai raggi, ne esisteranno oo', tutte pa- 
rallele tra loro. 

in virtii delle (11), la condizione trovata diventa 

^FD' — ED''~GD^O 

ossia H^O; dunque: affinchè una congruenza sia normale è necessario e 
sufficiente che sia nullo il suo parametro medio H. 

Nelle congruenze normali sono dunque opposti i parametri distributori 
principali, cioè le indicatrici sono coppie di iperboli equilatere coniugate; le 
superficie asintotiche sono reali ed ortogonali e coincidono con le superfìcie 
principali ; i fuochi coincidono con i punii limiti. 

Tutte queste proprietà sono cara Iteri stirile per le congruenze normali e 
mostrano, por evidenti analogie, che esse occupoìio per le congruenze quel 
posto che le superfìcie ad area minima occujiano fra le superfìcie. 
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È noto che su di una superficie normale ai raggi le sviluppabili trac- 
ciano le linee di curvatura e che ie due superficie focali sono le due falde 
dell'evoluta della superficie: 

Risulta poi dalla {31) che, detti r, e r, i raggi principali di curvatui'a 
della superficie, si ha 

(r, — r,)' = — 4 K^. (34) 

20. Generalizzando, si possono considerare le congruenze di parametro 
uiedio H costante. Per la (33), in tali congruenze è costante la differenza fra 
i quadrati delle distanze dei punti limiti e dei fuochi. 

Possiamo considerare !e congruenze a parametro totale K costante. 

Appartengono a questa classe le congruenze pseudosferiche del Bianxhi 
{K costante negativa ed // costante) ed in particolare le congruenze pseudo- 
sferiche normali (//=0); in queste, per la (34), le superficie ortogonali ai 
ra^i sono le superficie considerate dal Ribaucoub, nelle quali è costante 
la differenza dei raggi principali di curvatura. 



Congruenze con immagine sfkrica assegnata. Equazioni intrinseche. 

21. È possibile determinare ed in un sol modo tre funzioni a, p, y 
di u, V tali che sia 

du du dv ' 

dz iZ dZ . 

du a» ^'' di' ' 

se si tien ferma l'ipotesi fatta in principio del § 2. 
Ne segue 

.,81 Sx 

onde, paragonando con la prima delle (11), si ha 
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yX 



do A 9 « A d V 



(35) 



i-r'-\' 



con le analo};he in ff e z. 

Le condizioni di integrabilità 



d' x^_ d'' X 
dndo~dvdn 



A dudv ^ A dv^^ 

\du do) 

con le analoghe in Y e Z. 

I'jIì minando le derivate seconde mediante le forniole{*). 

_8^X__(12(8X |12|8X_ 
a»8« "-) I (8»+i 2 |8» -^-^ *"' 

8-X |iH|8X (M|8X I 

"So" I 1 IS» i 2 \8« / 

l r K I 
ove i simboli di Christoffki, , «i intendono formati con i coefficienti 



(") BlAMCHI, 1. e, I, I 7 
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E, F, della prima forma fondamentale, si ha la relazione 



ri ;?! 
[8n A " 



A du D ^1 8 ì A / 4 i A ^1 2 j i 'J8« 



pT:_8r_ 

\3u So 



2J?i)— Bi)- 



con le analoghe in Y e Z. 

Queste tre equazioni lineari ed omogenee nelle fiuanlità in parentesi non 
possono coesistere che per valori tutti nulli di queste, quindi si ha 






8 D- 



+ 1 1 |A -"l 1 4+ 1 A+1^-" 



8« A ■ ì 



Or non resta che ad eliminare y e y' fra le (3ó) e (37). 

Possiamo dunque enunciare il seguente 

Teorema kondambktale. «). Date te due forme differenziali qnadratiche 



Edu'+ÌF dudv + G dv' 
Ddu' + ^ffdudv+D'diJ' 



(1) 



la prima delle quali definita ed a curvatura -\- 1 (•), affinchè esse Steno ri- 
spetlivamente la prima e la seconda forma fondameìitale di una congruenza 
di raggi è necessario e sufficiente che tra i loro coe0GÌenU panai l'unica re- 



(•) Cioè tale che a 



9«Ib4 0p 4 dui 






Cfr. Bianchi, 1. e, I, § 43, forraola (17). 
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lozione 






i d d D- 
A 'éu du A 


8 D' i m D 1 12 (ff 1 11 
9» A '^l 1 i A ^1 1 (A "^1 1 


D 


\ (tv [a V A 


8 ff . \ni D gì 1-2 |D- 1 11 

8» "a "^1 2 \ A -| 2 1 A +1 « 

•ÌFD'- HD'-GD 


D- 

A 



(II) 



-BG- 



La cori-ispondente Mngyuetiza è imhmditata. 
b) Ad ogni funzione r^ (li i(, v, attaegnata ad arbitrio, corrisponde una 
superficie di partenza per la congruenza e, ìiole X Y Z in funzione di u, v (•), 
essa si ottiene con quadrature dalle foriitole 

8 u ^ l A """l 5 11 àìv'^ 



D 



8 n;^|22|fl^jjl2|/J'^|ll|C-_8r.1^ j 



[80 A 8ttA+|2(A -i2rA+(2ÌA 8» 



X _Dyx _iiy 

•v ~ A du \a 



(III) 



_r 8^zr_ 8 e |22| fl _ Il2|fl' , \n\i>- dr„\ 1 
|8nA 8ba+Ì1(a^ I 1 ( i ^'I 1 i 4""'"8cJ ' 

e dalle analogìie in y e z. 

Ricordiamo clie r„ è l'ascissa del punto medio Q„ del raggio (w, ti) ri- 
spetto al punto M (it, v) della superficie di partenza (^ li). 

Date le due forme (l) e soddisfatta la (I!) la congruenza è individuata, 
e però si può ben dire che 

d s" = Edu' +'ì F dudo -{- G d v\ 
— [A = /> d «° + 2 // dudv 4- D" d «' 

sono \e equazioni intrinseche della congruenza. 
22. In virtd delle formole (~) 

8 log a (ll(j_(l2| 81ngi (22/ (12/ 
8» ""lll'ISl' 8»"^|2| + |ir 

(■) È noto che la ricerca di A', Y, Z (jiiando sono nolo solo E, F, G dipenda da un'equa- 
zione di Ki(x;ati. 

(") Cfr. Bianchi. 1. e., I, § &6. 
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si può dare alle (11) e (III) la forma sovente più utile; 



18 \\ 



A du 



MUSB- Si)- ISSI nasi iwn |isi„.ll 






(II') 



ÌFD' — ED' — GD 
EO — F' 

ID \dX DdX 



iu 



irei) da (isi AHI |i2|i„, , lii|„. .a»-.!,,, 



8x_ir ax_|'i)' \8x_ 



(iir) 



irei)- ai/ |S2| nasi iian l'ain-, .«•■.i , 

^3. Allo scopo di scrivere queste forinole Ìri modo più conciso, ricor- 
diamo quanto segue (*). 
Siene 

f^ i)«.. <iir, die,, <f == ^b...dx,.dx, 
{r, «={,%..., n; a„ = a..., fc„ = 6„) 

due forme differenziali quadraticlie con n variabili iF„a;, , . . . ,a;., la prima 
delle quali ahbia il discriminante non nullo, e coti i loro coefficienti si for- 
mino le espressioni a tre indici 

ove 1 simboli di Christofkel sono calcolati rispetto alla forma f. 

Indicando con d, X, D tre diversi sistemi diffei-enziali delle variabili 

x„ x„. . . , x„, la forma trilineare 



(•) Cfr. Bianchi, I. e. I. 
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è una forma covariante ad /■ e 9 che si chiama la forvia trilineare costruita 
per la forma f rapporto alla f. 

Nel caso dì w == 2, si hanno 8 siiiihoh 6,,,,; di questi però 4, cioè 

bui, 6,=., &,.,, 6.,, 

sono identicamente nulli, e dei rimanenti 

6.,j, b,„, 6i,., b,„ 

i primi due sono opposti, come pure gli uitimi due: si hanno dunque due 
simboli distinti e non nulli, per esempio fci,a, b,._,. 
Se si pone 

X, =M, ic, = r, a„ = E, 0,, = *; «,,-=(?, b,, = D, b,^^iy, t„ = D", 






(38) 



sono i coefficienti distinti e non nulli della forma trilineare (rfs", — n) co- 
struita per la forma —y- rapporto alla d«'% la quale è covariante al sistema 
delle due forme. 

Introducendo questi simboli a tre indici e rirordando che il secondo 
membro delle (II) e (IT) non è che l'invariante simultaneo H delle due 
forme (1), possiamo scrivere le {li') e (IH') sotto la forma 



Al 



À(¥)-/.(x)'r-- <«■> 







D 

i 


3X 

dv 


dx 


V dX 


-(-? 


+ ••• 


IX 

ìv 



(III-) 



Abbiamo già osservato che il secondo membro delle (li), (II'), (II") è 
l'invariante simultaneo algebrico assoluto H delle due forme (I). Dalla (II") 
apparisce clie anche il primo membro è un invariante simnltaneo {differensiale) 
delle due forme. 
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34. Della funzione r, possiamo disporre ad arbitrio; ciò equivale a 
poter scegliere convenientemente una superfìcie di partenza per la congruenza 
individuata dalle (I). 

In particolare, possiamo scrivere iminediataniente le formole che defini- 
scono la superficie media, o le superficie focali, o le superrtcie limiti. Basta 
porre nelle (111) o (IH') o (IIK) 

r. = 0, o r. = ±V--^', o r,= ±ÌH^'-^TK, 



come risulta dai §§ 14, 15, 16. 

Per la superfìcie media otteniamo 





dx. V dX 


n ix b.. 




du A dw 


A 8» + 4 "^ 




dx, D- SX 

dv i a» 


D' dX b,„ ^ 
i 8ti A -^^ 


Ne risulta 







^'{dlij A A A' A' 



=-BK-DH+ 
ed analogamente 



-D- 



^du dv A' 



G^-- 



dv) 



(39) 



quindi pel quadrato dell'elemento lineare 

d «; = (f a;; + d i/J + d zj = £:, rf m' + 2 F. d « d il + G. d «' 
della superficie media ai ha l'eapreasione 

d ^„=^ — K da'' -r Hy- + ^ {b,„ du — 6„, d v)'. (40) 

Annali di MaUntatiea, Serie 111, Tomo XV. -H 
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Applicazione alle congruenze paraboliche, isotrope b normali. 

25. In una congruenza parabolica K=-0 e [*;, a prescindere da un fal- 
tore, è il quadrato di una forma lineare clie eguagliata a dà l'unico si- 
stema di sviluppabili della congruenza, le quali i»vilu|»pano sulla superiìcie 
media un sistema di asintotiche (§ 17). Dunque dui risulta ridoUo a forma 
ortogonale, cioè : sulla superficie media-focale di una congruensa parabolica 
le linee integrali dell'equazione differenziale 

6,,id« — fesj, dc = 

sono le traiettorie ortogonali alle asintotiche (t = imnliippate dai raggi della 
congruènza. 

26. Nelle congruenze isotrope (§ 18) 

D _ D _D~ 

~É ~~ ~F ~ « 



-~P, 



ove p è il parametro distributore costante in ciascun raggio. 

Eliminando 2), 1/ e D" dalla (li') e tenendo presente che si ha identi- 
camente (*) 

oltenianio un'equazione differenziale del secondo ordine in p. 

Dunque, pel teorema a) : data una forma quadratica definila a curva- 
tura + 1 

Edu^ + 'ÌFdudv 'rOdv\ (41) 

ad ogni soluzione p dell'equazione 

A 81.1 A Z+A 9.-\ S j + ip-0 



(") Bianchi, I. e, I, nota alla pag. 121. 
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corrisponde nna atngruemta isotropa che ha la prinia forma fondamentale (41) 
ed il pa^rainetro p. 

Si noti che i primi due termini costituiscono il parametro dilTerenziale 
secondo di p calcolato rispetto alla (41) {*), quindi l'equazione precedente si 
può scrivere 

i,p+ìp = 0. (42) 

Appena nota una soluzione p' di questa equazione, e quindi una particolare 
congruenza isotropa con l'assegnata immagine sferica (41), ponendo 

p-p'+P, 

la ricerca delle altre sarà ricondotta all'integrazione dell'equazione 

A,i>=0. 

Le (IW) danno una superficie di partenza; per r» = danno la super- 
ficie media. 



ax,_ FpdX , EpdX 
da 4 8 



Opl X Fp iX i [ d )) „dp\ „ 
r da+-rj^+ i ^*'87.-*^8ì.)^-''• 



(48) 



Ne risulta facilmente l'identità 

dx,dX+dy,dY+dz„dZ = 0, 

la quale, interpretata geometricamente, dà \m noto teorema di Ribaucouh{**). 
Basta assumere come rigate coordinate «, v un sistema a cui corrisponda 
suUa sfera un sistema isotermo, 

£ = G^>, ir=0, 

per dare alle (42) e (43) le forme più semplici 

p:-+pL+t^p=o, 



dv d V do 



{•) Bianchi, 1. e, I, pag. 03, 
(••) Bianchi, 1. e, I, § 139. 
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27. Una congruenza è normale se H=0, quindi, pel teorema a), af- 
finchè le (1) eietio le due forme fondamentali di una congruenza normale è 
necessario e sufficiente che sieno nulli i due invarianti »imultanei delle due 
forme espressi dai due tnetHÒri della (li) o (IT) o (H"); 






0, H=0. (44) 



Le (IH') danno una qualunque superfìcie di partenza. Volendo in par- 
ticolare una superlicie S ortogonale ai raggi, basta rendere 



-S^H"»' •S^s^-o 



ilL^ÈlLl, 8r. i>„, 

du A ' dv A 



(46) 



quindi basta porre 



=/(¥"»-¥'")■ w 



ciò che è possibile per la prima delle {44). La superflcie S è allora definita 
dalle formole 

zu U '■'jsn . at,' 
dv A a« \& "'"'"'J dv ' I 

Da queste formole si possono dedurre facilmente le ordinarie formole 
di rappresentazione sferica per una superficie S. 
Infatti la forma 

Edu^ + 'ÌFdudv-hQdv' (48) 

è per la superficie S la terza forma fondamentale e la seconda è(*) 

— '2,dxdX=D,du*+'ìiy^dudv-\-D\dx\ (49) 

i cui coefficienti sono legati ai coefficienti della seconda forma fondamen- 



ta) Bianchi, I. e, I, § 5*. 
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tale — jx della congruenza dalle formole 
Eiy,~FD, 



i>' _ r, A = i 



D' + r,& 



ED\ 



-FU^ 



i)' = 



FD\—Giy^ 



come risulla dalle (9). 

In vii-tù di queste formole, le (45) si riducono poi alle ordinarie forinole 
di Codazzi. 

Le forme (48) e (49), legate dalle relazioni di Codazzi, individuano la 
superficie 5 e quindi la congruenza delle sue normali (•). Ma le (I) hanno su 
di esse il vantaggio che i primi membri delle relazioni che legano i loro 
coefficienti sono invarianti simultanei delle forme stesse; mentre che i primi 
membri delle relazioni dì Codazzi non sono invarianti delle (48) e (49). 

28. È facile caratterizzare le congruenze W normali ossia le congruenze 
costituite dalle normali ad una superficie i cui raggi principali di curvatura 
sono legati da una relazione {superficie W). 

Infatti la r, , definita dalla (46), è l'ascissa del punto medio Q„ del raggio 
g{u, v) della congruenza rispetto al punto 3/(«, v) ove g incontra la super- 
ficie S normale ai ra^i, quindi è la semisomma dei ra^i principali r,, r, 
di S in M. 

2r, = r, +r,; 

invece 1\j— K è la differenza dei medesimi raggi (§ 19), 

Le congruenze W normah sono dunque quelle nelle quah r„ e K sono 
legate da una relazione, cioè quelle per cui risulta 






, per le (45), 



(60) 
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Dunque: le (4-4.) e ('ìO) sono le condizioni necessarie e auffieienli affinchè 
le (l) iyidipidiiino una congruenza W normale. 
In particolare: 

sono le condisioni necesuarie e sufficienti affinchè le (I) individuino una con- 
gruenza di normali ad una sitperficie ad area minima. 

Allora iiifalli le (4i) e (uO) sono soddisfatte e per la (46) risulta 
2 To = r, M r, ^= e (costante); sicché le {47) definiscono -x' superficie paral- 
lele ortogonali ai raggi, fra cui una siiperlìcie ad area minima (c = 0). 

Così pure: le (44) e K^= costante negativa sono le, condizioni necessarie 
e sufficienti affinchè le (1) individuino una congruenza psendosferica nor- 
male (§ 20). 



I TEOKEMI DI MaluS-DupIN E DI BeltRAMI. 

29. Alludiamo ai noti.ssiiiii e celebri teoremi : 

.S'è «Ha congruenza tiorinale di raggi luminosi anbisee un numero qua- 
fHitQtte di rimessioni o di rifrazioni, rimane sempre una congruenza noriiuile 

Se i raggi di una congruenza normale, uscenti dai itunli di una super- . 
fide S, si imniaginano terminati ad una superficie ortogonale ai raggi, in ogni 
deformazione per fiessione della S, che trascini seco i raggi della congruenza 
invariabilmente connessi, il luogo dei medesimi estremi sarà sempre una su- 
perfìcie ortogonale ai raggi. 

Vogliamo dimostrare che la relazione fondaiiieiitiilc (II) è la vera fonte 
di essi e permette di enunciare risultati più generali. 

Per le (111°), si ha 

f>iiì ò r^ ^ -.'d je ftjji dr„ x-v^*" 



quindi la (II") può scriversi 



1-* d V d V ^ da 



rfr,-^,!,.-.— ,ì„_-rf,.2A-. ----,(, SA-y-. 0>2) 



si ila inoltre 
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Se 

d s' = £' d m' + 2 F' (i M d t! + G' d «' 

è il quadrato dell'eie mento lineare della superticie di partenza S della con- 
gruenza, i coseni degli angoli a e ^ che il raggio g{H, v) della congruenza fa 
con le linee u, v dì .S^ nel punto di incidenza M(u, v), saranno espressi da 

X-— ^— ■ cos p = y A 7^ 5— ; 



quindi le (51) e (52) diventano 

- ((/ G' cos a rf « 4- \/è" eos p d v) = d t- , — { -~ du ^ dv\ ■ 



^Ug cos x) - A{v£' cos p) = HA, (53) 



Se immaginiamo che la superlicie 5", supposta flessibile ed inestendibile, 
si deformi, trascinando seco i raggi della congruenza rigidamente connessi 
agli elementi del suo piano tangente, in tali deformazioni non mutano u, v, 
E\ G', a, p; non mutano dunque i primi membri, e quindi i secondi, delle 
due precedenti eguaglianze. 

Dunque: se i raggi di una congruenza escono dai punti di una super- 
ficie S e questa, snjtposta flessibile ed inestendibile, si deforma trascinando 
seco i raggi della congruenza riffidamente connessi agli elementi del suo piano 
tangente, non si altera il prodotto del parametro medio H per la radice qua- 
drata A del discriminante della prima forma fondamentale della congrueìiza, 
né si altera il valore dall'espressione 

dr^ - -^ d u — -^ dv\- (oi) 

In particolare, se la congruenza è normale per una configurazione di 
S, H^ e (54) hanno il valore {§ 27); al flettersi di S essi conservano il 
valore 0, ciò che dimostra il teorema di Beltrahi. 

30. Una congruenza di raggi' luminosi si rifletta o si rifranga attra- 
verso ad una superflcie S che separi due mezzi. Sui raggi incidenti assu- 
miamo come verso positivo quello che va dal punto M di incidenza al primo 
mezzo e sui raggi rifratti quello che va da M al secondo mezzo. Se chia- 



dby Google 



174 Sannia: Nuova espoaizione della geometria infìmtesimate 

niiamo y e Yi gli angoli acuti che questi sensi positivi fanno con la normale 
alla superfìcie S in ilf ed » l'indice di rifrazione, abbiamo, per la nota le^e 
di Descartes 

seny= nseny, . (55) 

n in generale è positivo, ma per la riflessione n= — 1. 

Per la congruenza rifrangente prendiamo come superfìcie di partenza la 
superfìcie dirimente S e su questa assumiamo come linee « quelle invilup- 
pate dalle proiezioni ortogonali dei raggi della congruenza sui piani tangenti 
di 5 e a linee v le traiettorie ortogonali. Mantenendo le notazioni del para- 
grafo precedente, avremo 

quindi per la (53) 

AyGsenr)-7fA. 

Operando analogamente per la congruenza rifratta e dando l'indice 1 alle 
quantità che ad essa si riferiscono, avremo pure 

-l;{/Giienr,)-ff,'>,- 
Dunque per la (55) 

liA^nB,^,. (56) 

Eseguendo un cambiamento qualsiasi di variabiU 

M, = Mi (m, v), V, = V, (u, t"), 

H e Hi non mutano, per il loro carattere invariantivo, e A e i, si moltipli- 
cano per uno stesso fattore 

I 30*' ^'il I 

! d(H, V) I ' 

e però la (56) seguita a sussistere. 

Dunque la (56), dimostrata per ìl particolare sistema di lìnee «, v scelto 
su S, vale qualunque sia il sistema «, v'. 

La relazione (56) può ben ritenersi come una generalizeazione {di natura 
analitica), del teorema di Malus-Dupin. Per essa infatti H e //, si annullano 
insieme, e solo insieme. 



dby Google 



éélié tongmenae retttitnee. 



Si può anche dedurre dalla (^) uu rÌ8alta.to più listretlo, ma die in un 

certo senso è di natura geometrica. 

Osserviamo che il parametro distributore di una rigata, defluito al § % 
ha un se^o ben determinato, quando sieno lissali i sensi positivi sui raggi 
della rigata; avranno dunque segni determinati i parametri distributori prin- 
cipali p, e jJ, di una congruenza e quindi il suo parametro medio H = pt +Pt, 
quando sui raggi della congruenza sìeoo fissati i sensi positivi 

Se dunque sui raggi delle due congruenze, rifrangente e rifratta, i sensi 
positivi SOR quelli dianzi fissati, la (56) mostra che H e H, hanno lo stesso 
segno nel caso della rifrazione e segno opposto nel caso della riflessione. 
Se cambiamo il senso positivo sui ra^i rifratti, possiamo enunciare il se- 
guente risultato : 

Se su ciascun raggio di una congruensa di raggi luminosi ai assume 
come senso positivo quello percorso dalla litce {o l'opposto), il segno del para- 
metro medio della congruema cangia per ogni rifrazione e non cambia per 
una riflessione. 

Da ciò si può dedurre come caso limite il teorema di Malcs-Dupin, 
perchè Ì! parametro medio di una congruenza normale, essendo nullo, com- 
porta due segni. 



CONGHUENfB BIFERITE ALLE auPEBFICIB SVILDPPABILI. 

31. Ora ritorniamo al teorema fondamentale per applicarlo ad alcuni 
casi particolari interessanti. 

In primo luogo prendiamo a linee coordinale (u, v) suUa sfera (e imma- 
gini delle sviluppabili della congruensa, che supporremo quindi costituita di 
raggi iperbolici, almeno nella regione che consideriamo. 
Avremo io tal caso (§ 8) 

5 = 0, i)--0. 
Porremo inoltre 

D' 

allora, per la prima delle (18), sarà 

Annali di MaUmatìea, Serie 111, Tomo XV. 23 
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il parametro toUtle della congruenza e, per la (31), sarà 2f la disianza dei 
due fuochi del raffio («, i-). 

Naturalmente escludiamo che sìa p = 0, cioè escludiamo le congruenze 
paraboliche che pure hanno sviluppabili reali. 

In tal caso la (II) diventa 



dndv 



quindi, pel teorema fonilainenlale, si ha clie; 

Ad affili soìusioue p di questa equazione di Lapi.ack {del Itilo iperbolico) 
corrisponde mia congruenza di raffgl iiierbolicl riferita alle svlliti>iiabili (e di 
parametro totale — p'). 

Fissata ad arbitrio ima funzione fo di il, v, le forinole 



5^. = -(P + r.)j„+(j;.+ 2|2Jp)A 
ix , ,3 X (»f , ,(121 \,. i 



(58) 



e le analoglie in y e z danno una superficie di partensa per la congruenza. 
In particolare, per r„ ^ 0, si ha la superfìcie media 

^ / (59) 

8v~^dv [dv^^i 1 \n ì 

Troviamo cosi le importanti forinole (57) e (59) date dal Guichard per 
la risoluzione del problema (*). 

Per r, = ^ p e per r, = p si annulla l'ascissa (30) di uno dei due fuochi 
■'''i (^^lì/i^i). '^j (i"» !/• *«), quindi per le superfìcie focali si hanno le forinole 



dx, 
di, 


-(1^-1 


14 1 
2 \ 


,P).V, 




dx, 


.2 


dX 


2p} 


dx. 
Sic 


-4J + 


-2f 


Yl\ 


A", 


dx, 

iv 


= 


-[l: 


\ + 



X 



\¥- 



(•) Annaies Seienfifiques de l'École Normale Supèrieure, t. VI, 3.« serie. 
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Per la seconda delle (18), il parametro medio della congruenza è 



Per ulteriori sviluppi e applicazioni rimandiamo al cap. X delle citate 
Lezioni del prof. Bianchi. 



CONORUBNZK RIFERITE AD UN DOPPIO SISTEMA CONIUGATO, 



32. Or supponiamo che le linee sferiche (w, v) sieno le hntìtaffini di 
un doppio sistema coniugato di una congruenza. Risulta (§ 9) 



1 (III) e IIC) diventano 



A Sutsu A ^1 1 i a ^1 1 



1 ^r a D , \<i/HD 
^ A SsIS» a 



B |ll)J'l BD- + aD 



1 f i 1 ree- 1221 |12|„.ll 



(60) 



(W) 



0/ A [in I 1 ("T| j |"jp jjg 



Quindi pel teorema fondamentale. 

Preso ad arbìtrio un sisteina sferico (it, «), esistono infinite congruenze 
che lo ammettono come immagine sferica di un doppio sistema coniugato di 
rigate: se ne ottiene una per ogni coppia di funzioni D e Ti" di u, V soddi- 
sfacenti la (60) o la (60'). 

Assegnata poi ad arbitrio una funzione r^ di u, v, le forinole 



8XB8xr8^C122|fl|ll|i); 
8 M "•" i S « "'' la i> 4 ^ i 2 ) A '^ i 2 ) 






8» A "8a ''ìv l8u 4 ^1 1 i i ^1 1 I 4 ^8t)J 



(61) 
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le equivatenU 



ix_ dx nix tidD \ni \n\ .Snl^) 









(61') 



flnnno co» quadrature una superficie di partenza, appena note X, Y, Z in 
funzione di u, v. 

33. Supponiamo in particolare che il sistema sferico (u, v) sia orto- 
gonale, e quindi F = 0, cioè clie le linee sferiche (u, v) sieno le immagini 
delle superficie distributrici di una cot^fruenxa. 
In tal caso valgono le (14) 

D= — Ep„ Jr = — Op„ 

sicché, sostituendo anche ai simboH di Chhistoffel i valori che assumono 
per ^ = (*) 

ini 1 3E \nì_ _ \ dE 1121 I i^ ì 

I 12 1 _ 1 00 ) 22 1 1 SG j 22 ) 1 90 1 * ' 

Ì2J~r^Jtt'flÌ~ WEdu' \i\ Jadv' ) 

la (60") si riduce facilmente a 

Ad ogni coppia di funzioni p, e p, di u, v aoddisfacetUi a questa effra- 
zione corrisponde una eongrueHsa riftrUa alle superficie distributrici ; p, e pt 
ne sono i parametri distributori principali. 

InoUrt, presa ad arbilrio una funaione r, di u,v t note X, Y, Z in fun- 
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zione di u, v, U formoU 

lOdX IX il 

\ Bdu "•"'■•a» la 



dje 
In 



Odp, 
È du. 



P,-P, 8/J 

VG 9» 

_ pi — Pi 3\/ G 

"7*' * " 



l^' 



(64) 



danno una superficie di partenza, mediante quadrature. 

In particolare, per r„=0 danno la superficie media, luogo delle linee 
dì stringimento sia delle rigate m che delle rigate v (§ 14). 

34. Abbiamo osservato al § 24 che le formole di Guichard non sono 
applicabili alle congruenze paraboliche. A quelle formole si sostiluiscono nel 
modo più naturale le formole precedenti, percliè in tali congruenze i due 
sistemi di svtluppabih coincìdono con uno dei due siiitemi di superlicie di- 
strjbutrtei (§ 17). 

Sieno le v le linee sferiche immagini di tali superfìcie; il parametro di- 
stributore corrispondente p, sarà nullo e la {OS} sì ridurrà, ad un'equazione 
differenziale del secondo ordine in p,: 



du* ^ d u\Ej Su 1 dv dv 






'\IG 



'\JEg\p,=0. 



Ad ogni aoltizione p, di questa equazione, del tipo parabolico, corrisponde 
una coHffruensa parabolica riferita alle superficie diatribtttrici, ossia alle svi- 
luppabili ed alle rigale ortogonali ; p, ne è il parametro distributore princi}xile 
non nullo. 

Le (61), per p, =0, r(, = 0, danno la superficie media-focale della con- 
gruenza: 



d\JE 



3 » \IEG 
Saranno quindi 



'Y, 



^-sffeV 



, ./Ga-v , 1 d(p.fr,ì 



^ £u dv ^\ 
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i coefficienti del quadrato del suo elemento lineare, col discriminante 

I coseni tlirettori della normale alla superfìcie nel punto (x^i/tZ^) sa- 
ranno 

Y =_L^. Y =J-?-I, Z =~- — . 

'" \l G ^v " \JG Sv ' " ^ttj dv ' 

perchè il piano tangente ivi, essendo l'unico piano focale ed uno dei piani 
distributori, è normale alla tangente alla linea sferica «. 

Derivando queste formole e tenendo presentì le (86) ed i valori (62) dei 
simboli di CnHisTOFFEL, si trova 

SX^^_^ ^ ,Hg BX SX^^_ì_ ZJ_G_ dji_^,f, 

con le analoghe in Ya e Z^. 
Quindi per i cocflìcienti 

„ ^,dx^ d X, „, ,,dx,d X„ „. ^dx, d X, 

■L'a — ■ — ■ Zi~^ — "S — - ' J' o ~ — Zj "^ ~ ~-^ ' ' '' — — Zj~-\ — ' "^^ 

*^ Otl OU. ^ U V "^ V óv 

della seconda forma fondamentale della superficie risultano i valori 

Essendo D„^0, restii confermato per via analitica che le linee v della 
superficie media sono le usiiiloticlie di un sistema (SJ 17). 
Inoltre per la curvatura totale della superficie 

^ n. ir. -D'I 
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come risulta dalla (2S). 

Dunque: t» una congruenza parabolica la distanza fra i punti limiti di 
un raggio è eguale all'inversa della radice quadrata del modulo della curva- 
tura totale della superficie media nel punto medio. 

35, Alle soluzioni della (C'I) tali che p, =p2 corrispondono congruenze 
iriotrope. 

Se invece p, = —;>,, la congruenza è normale. Una supeilicie ortogonale 
ai raggi si deduce dalle (f>4) ponendovi per r„ una funzione che annulli i 
coefficienti di A', 

cioè si deduce dalle formole 

d'u~ ^'■óti ^'\g de ' 'óv ^'\E 'du^'''dv ' 

f"» 'rP, e To — p, sono i ra^i principali di curvatura della superficie. 



CONGHUENZE HIFEMITK AD LN SISTEMA ISOTERMO-CONIUOATO. 

36. Per una congruenza di raggi ellittici possiamo ottenere formole 
analoghe a quelle di Guichahd, riferendola ad un doppio sistema isolermo- 
coniugato. 

Nell'ipotesi che le linee sferiche («, v) sieno l'immagine di un doppio 
sistema isoteriìw- coniugato della congruenza, risulta {§ 12) 

Allora l'equazione differenziale delle sviluppabili (19) diventa 
d m' + rf t)' = 0, 
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sicché le sviluppabili sono le 

u + iv = cost. , « — 1 1) = cost. 

Possiamo dunque effettuare il passaggio analitico dalie forinole di Gui- 
CHAKD a (]uelle che ci proponiamo di oltenere, eseguendo il cambiamento dì 
variabili 

H 4- i « = u', u — iv = v'. 

Ma possiamo procedere per via diretta ed evitare l'immaginario, appli- 
cando le formole generali del § M. 
Se poniamo 

D D' 

risulta 



e la (60) diventa 






U--U-[\'lì^ 


rnm 


Hlfì+iyH^^- 


-\m'i\-m- 


8»[i S 1 


1+1"!]+*+°!'=' 



(65) 



0. 



Ad ogni soluzione p di questa equazione^ del tipo ellittico, corrisponde una 
congruenza di raggi ellittici, di parametro totale p', riferita ad un doppio si- 
stenta isoterfMhconiugalo. 

Le formole (Ct) poi diventano 



B.\- rSf Sr., li!) , li 
X \Si , Sr, , I 11) , IM 



fi]- 

ih- 



e donno una superficie di partenza per ogfii arbitraria funzione r, di u, v. 
In particolare, per rg — danno la superficie media della congruenza. 
Son queste le formole analoghe a quelle del Guichard {§ 31). 
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Congruenze riferite alle superficie pRiNtirPALi. 



S7. Supponiamo che un doppio sistema ortogonale di linee sferiche 
u, I! sia ì'immag^ine del doppio siittetna di superficie principali di una con- 
gruema. 

Allora risulta (§ II). 

D D" 



= 0, 



E ' 



quindi, 


per la 


seconda delle (18), 








i> = 


~l-HE, 


D- 


Si 


ponga 


inoltre 


V 
l/EO 


~l; 


allora, 


per la 


prima delle 


(18), si ha 


-! 



(66) 



(67) 



(68) 



quindi, per la (28), |2/| è la distanza dei punti limiti. 

Per le (66) e (67) e per i valori ((i2) dei simboli di Christoffel, la (II) 
diventa 



cnov 



8 log E 8 i 
dv Su 



logS 8^ 8' log (E G) . _\lRq 



- + 



8u8o 



'(\.H+1ir) (69) 



h,H= 



<jEa 






è il parametro differciiziule secondo di // rispetto alla prima fonila fonda- 
mentale assegnata. Dunque, pel teorema fondamentale; 

Atl ogni coppia di funzioni II ed l di u, v soddisfacenti a questa, equa- 
zione alle dericate parziali seconde corrispondo una congruenza riferita alle 
AiiHali (li Malematiea, Serie III, Tomo XV. 21 
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sHj>er/ice principali; H ne è il parametro inedia, 2 1 1 la distanza fra i punti 
limiti, e K, definito dalla ((18), il parametro totale. 

Secondo che Jf >■<;=: 4 1", il raggio {u , v) sarà eUitlìco, ijyerbolico o 
Xìarabolico. 

Per le (IH'), ad ogni arbitraria funtione r, di «, v corrispottée nna su- 
perficie di partenza per la oongruenza, definita daUe formole : 



dx^ì lodx ex ri8(iE) ar. i /osai ' 



(70) 



Per r^ = si ha la superfìcie inedia, per ro = ± i si hanno le superficie 
UnUti. 

38. Applichiamo queste forinole alle congruenze nelle quali sono co- 
stanli i parametri distributori principali p, e p^, ossia nelle quali sono co- 
stanti He K {ed l}. 

In tale caso le (70) danno per la superlìcie media 



1 jiJlidX l< 



in 8 » ^ 2 

X , ,8X 

" E de 



dx 1 /G dX , 8X l dE \ 



e, posto 

il-''- 
la (69) diventa 



(71) 



(72) 



(73) 



Dunque; l'elemento lineare sferico riferito alle immagini («, v) delle su- 
perficie princiiHili di ana congruenza coi ^>ara»we(rt totale e medio costanti, 
assitme la forma 

ds"=Edu'-rOdv', (74) 

ove yJEG è una solusione dell'equazione {73} di Liouvhxb. 

Viceversa: quando l'elemento lineare sferico è ridotto alla fwma (74) ed 
è soddisfatta la (73), con A costante, esistono infinite nongmense co* partt- 
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metri totale e medio costanti che ammettono te linee sferiche u, v come imma- 
gini delle superficie principali. 

Secondo che la costante A è maggiore, minore o eguale ad 1, in valore 
assoluto, esse saranno costituite da raggi ellittici, iperbolici (congrueme pseu- 
dosferiche}, parabolici. 

Se ne ottiene una per ogni arbitraria scelta di due costanti H e 'ìl di 
rapporto A. Le (71) definiscono la corrispondente superficie media. 

Se ^ = 0, si hanno congruenze norttiali. 



Torino, IO maggio 1906. 
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Antinomie logiche? 

{Di Beppo Levi, a Cagliari.) 



X ossone le leggi logiche condurre a contraddizioni? Non è agevole 
rammetterlo, ma è pure impossibile il dimosirarne l'impossibilità, perchè 
una tal dimostrazione dovrebbe poggiare nulle regole della logica, ed am- 
metterebbe quindi ch'esse siano compatibili: se con una certa combinazione 
di queste regole si potesse concludere per l'impossibilità della contraddi- 
zione, non rimarrebbe esclusa la possibilità clie con un'altra combinazione 
si potesse in avvenire incontrare !a contraddizione, percliè non si avrebbe in 
ciò che una nuova contraddizione, e la conclusione tinaie sarebbe per la in- 
compatibilità dei postulati della logica. 

Cionondimeno io credo che dalla contraddizione ci salvino i procedi- 
menti psicologici con cui le leggi logiche vanno continuamente formandosi 
e completandosi per progressivo perfezionamento dei concetti intorno al 
nucleo dei concetti acquisiti. 



Io vorrei, nelle pagine seguenti, mostrare come possano risolversi le 
principali antinomie logiche (o antinomie della teoria degli aggregati) che 
sono state discusse negli ultimi anni. 

Troppo spesso, a parer mio, si è cercato la spiegazione delle antinomie 
nella sostanza delle cose significate dalle parole che in esse ricorrevano — 
numero, aggregato, classe, ecc., — senza tener conto che, se contraddizione 
v'era, essa era nei termini verbali in cui il raziocinio si esprimeva, ed in- 
dipendentemente dal significato assoluto di questi termini. Quando giudi- 
chiamo di un'offesa alla logica, non ci preoccupiamo del significato delle 
parole mediante cui si esprime la contraddizione: noi constatiamo soltanto 
che si viene simultaneamente ad affermare e a negare un certo fatto, qua- 
lunque esso sia. Queste osservazioni informeranho l'analisi che segue. 
Annali di Mntematica, Serie HI, Tomo XV. 25 
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Debbo avvertire fin d'ora die se, per raggiungere una espressione esalta 
e concisa, ho fatto uso qua e là dei simboli delia logica matematica, il let- 
tore potrà però in generale cogliere interamente il concetto dalla lettura 
sollanlo del testo, sorvolando sopra tali forinole. Per le forinole più impor- 
tanti ho posto nel testo o in nota una traduzione verbale. 



1. È oramai affermazione triviale l'impossibilità di definire ogni cosa. 
Distinguiamo dunque gii oggetti del nostro discorso in idee priniitire e idee 
derivate o definite tnediante qitelle. Ogni idea si rappresenta nel discorso me- 
diante un simbolo. Un simbolo rappresenta un'idea primitiva sempre e solo 
quando è indeterminato il significato che gli compete (*) : rappresenta un'idea 
derivata quando il suo significato risulta individuato tosto che siano fissati 
i significati delle idee assunte come primitive. Nella scelta dei simboli da 
considerarsi come idee primitive v'ha una notevole arbitrarietà. 

Le idee primitive possono essere obbligate a soddisfare a talune mutue 
dipendenze; queste dipendenze sono espresse dai postulati. 

Ora è da notare che la nostra definizione di « idee primitive » è più 
ampia di quella che ordinariamente si accetta nella logica simbolica. La lo- 
gica simbolica chiama infatti idee primitive quei soli simboli il cui significato 
è legato a soddisfare date proposizioni condizionali (postulati): ma non im- 
porta per essa di porre in evidenza quelle idee che, pur non essendo defi- 
nite, non sono condizionate dai postulati e restano quindi di significato ar- 
bitrario; il quale si può spesso identificare col simbolo medesimo. 



(•) No» è forse fuor di luo((o una lieve insiatenza sopra queslA iiideti^rniiiinziortp. del 
BÌf^nitluato delle idee primitive. Ij' HussENBEHfj, p. rs. ( Ueber die kritisehe Mnthemaiik, 
SiUlwr. d. Berliiier niath., Oeaell,, I90i, pag. 23), osserva che i^H assiomi della matemntitja 
non contengono tutti i contrassegni essenziali delle idee primitive che vi compaiono. K da 
notare che è bei» vero che un sistema dato di postulati può dare di una idea primitiva una 
determinazione, in rapporto ad altre idee, minore di quella che effettivamente si attribuisce 
a quel nome nel discorso comune: ma la vera e completa determinazione dì una idea pri- 
mitiva non è possibile, comunque complesso sia il sistema dei contraasegm die per essa sì 
vogliano enunciare; noi non potremo mai identificare le idee, ma potremo solo afTermare che 
fra esse sussistono certe relazioni. 



db, Google 



Beppo Levi: Anlinoniie logiche? 



Per chiarire la distinzione si consideri per es. la definizione di « fun- 
zione » quale si trova nel Formulario matliematìco del prof. Peano (*). 

Il prof. Peano distingue le funzioni in « prae-functio » e « post-functio » 
secondochè il segno funzionale precede o segue la variabile; le indica ri- 
spettivamente con f e j e pone le definizioni : 

a, bt Cls . ^..utaib. = :x<a.^,.xusb 
■ . D .-. « E n f 6 . = : uxìb. 

Ma in queste definizioni i segni xu e ux che cosa significano? si 
vuol leggere in essi il semplice aggruppamento grafico, si vuole intendere 
che « sono elementi di b gli elementi di a dopo che vi si è applicato u 
come suffisso o come prefisso », ovvero si vuole intendere clie in 6 esistono 
elementi da simboleggiarsi con ux o con xu, ma non identici coi simboli 
medesimi. La prima interpretazione, se basta ai fini della logica simboHca 
in quanto basta ad esprimere le proprietà generali della relazione funzionale, 
non corrisponde certo alla vera nozione di funzione. Basti osservare che in 
questa nulla ha di essenziale il segno funzionale, il quale può bene indiffe- 
rentemente scriversi innanzi o dietro alla variabile o — come più spesso 
avviene — comporsi di più parti che si frammischiano, nella scrittura, alle 
parti onde si compone il simbolo rappresentativo della variabile: per cui, 
dove le necessità della scrittura simbolica hanno condotto a vedere cose di- 
verse, vede una cosa sola il nostro concetto della funzione. — Ma nella se- 
conda interpretazione, l'idea generale di quella corrispondenza fra i simboli 
xu, ux e gli individui di b (quindi l'idea u medesima) è realmente primi- 
tiva. Per esprimere le teorie particolari la logica simbolica si trova appunto 
condotta a riconoscere la primitività o a sviluppare la delìnizione di talune 
relazioni funzionali. Così il Peano medesimo assume + come idea primitiva, 
e pone -^eJVefjV, (•*). 

Un esempio di diversa natura è fornito dagli enti che si delhiiscono per 
astrazione: il Padoa ha osservato (•**) che la definizione per astrazione non 
soddisfa alle esigenze della logica formale ed ha rilevato come a queste esi- 
genze si viene a soddisfare quando, invece di considerare l'idea astratta, si 
voglia considerare la classe degli enti cui l'idea astratta appartiene; si con- 
sideri cioè in luogo della « direzione «■ la • stella di rette parallele », in luogo 

(*) Formulario mathematico, edito per G. Peano. Edilio V, 1905, pag. 73. 
(••) L. e, pag. 74 e 27. 
(■"•) Congresso filosofico di Parma, seUembre 1907. 
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della «frazione» !'« agf^regalo delle coppie di numeri equimultiple d'una 
stessa » e così via. È forse più conforme alla concezione comune il consi- 
derare l'idea astraila come primitiva, attribuendole la proprietà di appar- 
tenere in ugual modo a tutti gli enti di quella classe. Ed invero il significato 
dell'idea astratta resta Indeterminato: per direzione sì può intendere ugual- 
mente la stella di rette parallele, come una terna di rapporti direttivi, ecc.; 
il scegliere una di queste imagini è una limitazione al concetto, senza in- 
fluenza sulla esposizione logica della teoria, ma pur sempre arbitraria. 

Condizione necessaria per la validità di un ragionamento è che il signi- 
ficato delle idee primitive sia mantenuto fisso, mentre è d'altronde indiffe- 
rente — ed impossibile a constatarsi — che esso sia lo stesso ogni volta 
che quel ragionamento si ripete. Un ragionamento è logicamente corretto 
solo quando esso sia applicabile a tutte le interpretazioni di cui sono capaci 
le idee primitive, compatibilmente colle condizioni imposte dai postulati. 

2. Si disse or ora che nella scelta delle idee da considerarsi come 
primitive v'ha una notevole arbitrarietà. Non pare però chela logica possa 
fare a meno di assumere come primitive le idee di « classe » e di alcune 
relazioni fra classi : D (« è contenuto »), *-% (« e », « classe comune a »), '-'.,. 
Correlativa all'idea di « classe » è l'idea di « individuo >; ma mentre la logica 
simbolica è costretta a considerare esplicitamente l'idea di « classe » {secondo 
il Formulario mathematico « Cls »), non le occorre di usare un simbolo per 
l'idea «individuo». Questa idea infatti compare nel Formnlario soltanto nelle 
prime linee: *a, b,. . . , x, y, z indica objecto arbitrario»: in seguito essa 
compare solo implicitamente nella relazione e (« è un ») la quale esprime l'ap- 
partenenza di un individuo (soggetto) ad una classe (predicato). 

3. Tutti gli individui appartengono ad una classe, il * tutto ». Negli 
ultimi tempi, come espediente per sfuggire alle antinomie, si è cercato da 
vari autori di negare al « lutto » il titolo di « classe ». Non si può rifiutare a 
nessuno il diritto di tale esclusione, perchè * classe » è idea primitiva, e si 
possono quindi enunciare per essa quei postulali che si vogliano, purché non 
conlradiltori. Però mi pare che ragion sufficiente per attribuire i! nome di 
classe al « tutto » sia il fatto che esso è la negazione del * nìtlla » : la considera- 
zione della classe * nulla » è generalmente accolta, ed è accolto che la nega- 
zione d'una classe sia una classe {*). Chi vuol negare al «tutto» il titolo di 



(•) Basta esaminare il Formulario maOtematico del Peano per riconoBcere come il • nulla » 
i compia una funzione essenziale. 11 Schobnflies nega il valore logico cosi al * tutto * come 
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■ classe » è costretto a sostituire all'operazione logica consistente nella « ne- 
gazione d'una elasse » la considerazione della « classe complementare di quella 
rispetto ad una classe data •»; e quando debba considerare quella idea che io 
preferisco chiamare *■ classe » (comprendendovi il « lutto >) dovrà dire « classe 
o il tutto ». 

4. Fra le idee primitive delle teorie matematiche v' ha, in generale, 
qualche idea di classe; così nell'aritmetica si assume, in generale, come idea 
primitiva quella di « numero intero >, nella geometria quella di « punto» ecc. 
E qui numero intero e punto stanno a significare: la classe dei numeri interi, 
la classe dei punti, percliè (|uel die si considera è il numero o il punto qua- 
lunque della classe, non un determinato numero o un determinato punto. 

Quando una classe ncni è idea primitiva, può essere delìnita sia mediante 
una legge di formazione dei suoi elementi, i quali per tal modo, individual- 
mente o a gruppi si possono generare e riconoscere l'un dopo l'altro; ovvero, 
nel caso più comune, mediante renuuciato dì una proprietà dei suoi elementi, 
la quale permette, dato un ente, di riconoscere se esso appartenga o non 
alla classe, ma non consente una generazione successiva degli elementi della 
classe. Diremo, nel primo caso, che la classe ha definizione generativa: 
maggiori particolari su questo modo di definizione si diranno in seguito. 

ó. Ogni proposizione di una teoria sì esprime, necessariamente, me- 
diante le idee primitive di quella teoria; e se il campo di queste idee non 
è limitato a priori, sono idee primitive dì una teoria tutte quelle che com- 
paiono nelle proposizioni — in particolare, nelle definizioni — di essa. Qual 
valore avranno quindi le espressioni « a^regato ben definito » o * non ben 
defìnito » cui si è voluto ricorrere recentemente per giustificare le antinomie 
logiche'? 

Il Cantor, cui si deve l'espressione, risponde {*) « Dico che un aggregato 
di elementi appartenenti a una sfera astratta qualunque è ben definito quando, 
mediante il principio logico del terzo eseluso si può considerarlo determi- 
nato in modo che: 

1.° un oggetto qualunque di quella sfera astratta essendo scelto, si 



al «nulla» (f7e6er die logischsu Paradoxìen der Mengenhhre. Jahresber. d. d. math., Vereini- 
gung, 15, 1906, pag. 23), ma la ragione ch'r^li adduce che sul *nulla> e sul «tutto» non 
si possono effettuare operazioni logiche non pare soddisfacente: il Schornplibs è indotto a 
ciò dal desiderio di trovare una qualche via d'uscita dalle antinomie della teorìa degli ag- 
gregaU. 

(*) Sur les ensemblee infinis et littéairea tte points. Acta Mathematica, voi, 1, pag. 361. 
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possa riguardare come intrinsecamente determinato se esso appartiene o non 
all'a^regato; e che 

2.° due oggetti appartenenti all'aggregato essendo dati, si possa riguar- 
dare come intrinsecamente (ieterminato se essi sono uguali o non ... ». 

Intervengono a complicare questa deHnizioiie due espressioni di cui non 
è chiaro il significato; « sfera astratta » ed « intrinsecamente determinato » ; è 
chiaro che il Cantor aveva dinnanzi alla mente un caso particolare, quello 
degli a^regati dì numeri; la «sfera astratta* era per lui la classe dei nu- 
meri, il continuo; e quando egli diceva «intrinsecamente determinalo • aveva 
innanzi alia mente che noi possiamo immaginare teoricamente risolta la 
questione se un numero soddisfa ad una data condizione e se due numeri 
sono eguali o non, con convenienti trasformazioni delle loro delinizioni, senza 
che spesso si possa assegnare un numero limitato di operazioni mediante le 
quali si raggiunga lo scopo. La nozione cui il Cantor si riferisce dunque, 
piuttosto che una nozione assoluta di «aggregato ben delinìlo», è quella di 
« aggregato definito mediante determinate idee primitive » (nel caso speciale, 
mediante le idee dell'aritmetica) ; e non v'ha caso di parlare di aggregato 
bene o non ben definito; un aggregato è deluiito mediante determinate idee 
primitive quando la definizione di esso è costituita da un gruppo di segni 
logici e di segni rappresentanti le idee primitive anunesse (•). 

Ma se il campo delle idee primitive non è determinato a priori, non 
v'ha luogo a parlare di a{^regato bene o non ben delìnito; eventualmente 
potrà essere idea primitiva esso stesso; in ogni caso esso partecipa della 
indeterminazione delle idee primitive che entrano nella sua delìnizione; ma 
tale indeterminazione sarà senza conseguenze logiche, perchè non potremo 
affermare dell'aggregato altro che quello die permetteranno i postulati, in- 
dipendentemente dalla interpretazione che siano per avere le idee primitive. 
Al più si potrà distinguere aggregati dipendenti da un numero hniitato o da 
una infniità di idee primitive; e nel caso d'infinite si potranno classificare a 
seconda del tipo (numerabilitil o meno, ordinabilità, ecc.) dell'aggregato delle 
idee primitive medesime. Siamo troppo avvezzi ormai a trattare gli infiniti 



(") Il sig. Zerkklo (Unlereuchutn/eit m. die Grundlaneu der Mengentehre. I, Hath. Ann., W, 
n. 4, p^. 2tl3) accetta questa definizione «lei «delinito» e più sotlo (ii. G) parla più esplici- 
tamente di «delinitu rispetto ad un dit terminato a^irgregato». Ma pare ch'egli dimenUchi ctie 
questa restrkione è, di sua natura, provvisoria; e che. allargando convenientemente l'aggr^ato 
rispetto al quale si definisce, ogni proposizione definirà un aggr^ato. 
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per poter escludere a priori che anche di questi ultimi aggregati si possa 
parlare con qualche fruito: ma al più in questa classilìcazione si potrà tro- 
vare la base di una limitazione provvisoria nella teoria degli aggregati; non 
mai in una vaga distinzione di bene e non ben definito. 



§ 2. L'antinomia del Richard. 

6. Premesse queste generalità veniamo a trattare successivamente delle 
varie antinomie maggiormente discusse e incominciamo da quella del RichakO. 
Il paradosso del Richard può enunciarsi come segue: (*), 
« Consideriamo l'insieme dì tutti i immeri compresi fra e 1 e che pos- 
sono definirsi con un numero (inito di parole; essi formano un aggregato E 
numerabile e quindi ordinabile. Supponiamo che ciascuno di questi numeri 
sia espresso in decimali e consideriamo il numero A' che ha come parte 
intera e di cui Yn"' cifra si ottiene dall'»""" cifra decimale dell'»"" numero 
di E mediante la sostituzione 






1 


2 


ì 


i 


a 


6 


7 


8 


9 


1 


t 


3 


4 


6 


6 


7 


8 


1 


1 



Il numero N non potrà essere nessuno dei numeri che sì erano supposti 
in E, e cionondimeno è delinito mediante un numero finito dì parole, e deve 
perciò appartenere ad E». 

7. Perchè la parola defìnifo abbia senso occorre che si sappia precisa- 
mente quali sono ie idee primitive che si suppongono: mediante combina- 
zioni di queste dovranno supporsi sostituibili tutte le altre parole. Ora evi- 
dentemente il Richard suppone che le idee primitive da cui dipende la sua 
costruzione siano anzitutto le idee primitive del linguaggio comune — clie 
qui è impossibile enumerare — e le idee primitive deiraritinelica. Ma forse 
non fu abbastanza osservato che l'affermazione che « il numero iV appartiene 
ad E, per il fatto solo che si esi)rime con un numero Ihiito dì parole » im- 
pone che l'aggregato E debba considerarsi come idea primitiva. Se infatti 



(•) Cfr. BiGUARD, Tjetlre à MM. les tìirecleurs de la rerue generale (les Bciences. Revuegén. 
d. se, 19(B, Atta Mathemutita, voi. 30 pagg. i»r>-;ì96. 
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l'idea E deve considerarsi come idea definita, essa noti può aver parte nel 
secondo membro della proposizione deliniente E medesimo: 

j? = aggregato dei numeri compresi fra e 1, ciascun dei quali si de- 
finisce (con un numero finito di parole) mediante le idee primitive 
del linguaggio comune, quelle dell'arilmelica,... 

Nella definizione di nessun individuo di E dovrebbe quindi intervenire 
l'idea E, mentre da essa dipende la definizione di N. 

U paradosso del Richard non si incontra se l' aggregato E si vuol con- 
siderare come idea definita e non coinè idea pritnitira. 

8. Consideriamo dunque E come idea primitiva. Come si prova ora 
che E è numerabilef Come se ne determina una numerazione^ Si deve qui 
notare che la dehnizione di jV non dipende solo da E, ma ancora da una 
numerazione di E die si suppone fissala. 

Per giustificare questo punto del ragionamento del Richard si dice ge- 
neralmente (*): Poiciiè per ipotesi i numeri dell'aggregato E si esprimono con 
un numero finito di parole, a ciascuno di essi corrisponderà una o più frasi 
che lo rappresentano. Sia allora F l'aggregato di tutte le frasi; esso è nu- 
merabile e può essere numerato in modo determinato, p. es., così: Si dispon- 
gano in un ordine determinato le lettere dell'alfabeto, i segni d'interpunzione 
(uno di questi che non sì scrive, ma qui non può essere trascurato, è lo spazio 
che separa le parole) ed eventualmente gli altri segni che si ammettono nelle 
nostre frasi (cifre, segni aritmetici, segni rappresentanti idee primitive che 
non si vogliono rappresentare con parole, per es., j^;). Noi antmettiamo che 
questi segni siano in numero finito; .sìa B questo numero: consideriamoli, 
nell'ordine assegnato ad essi, come le fì cifre di un sistema di numerazione 
di base B; ogni frase rappresenta allora, in questo sistema di numerazione, 
un numero intero, e ad ogni numero intero corrisponderà una frase ben de- 
terminata (significativa o non). 

Per numerare l'aggregato E basterà ora scegliere fra le frasi dì F tutte 
quelle che rappresentano elementi di E; quindi sopprimere tutte quelle frasi 
che rappresentano numeri già rappresentali da una frase precedente nell'or- 
dine assegnato: le frasi residue rappresenteranno tutti gli individui di E e 
ciascuno una volta sola. Attribuendo ad esse i successivi numeri naturali 
nell'ordhie della loro numerazione come elementi di F, risulta determinata 
una numerazione di E. 



(■) Gfr. Richard, l. v. ; Pkamo, Revista de Malhemafica. t, 8, itìOlt, pag. 149 e seg. 
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Allineile la precedente descrizione costituisca realmente una definizione 
di un ordinamento di E occorre però ancora una volta clie essa sia indipendente 
da una precedente conoscenza di questo ordinamento, occorre quindi che non 
sìa necessario conoscere tale ordinamento per giudicare se una frase rappresenti 
o non rappresenti un numero, per distinguere questo numero da ogni altro, 
per giudicare se due frasi differenti rappresentano lo stesso numero. Occorre 
dunque che l'ordinamento di E che si considera non abbia alcuna parte 
nella definizione dei numeri di E. Se iti fa questa ipotesi il numero N del 
Richard non può essere individuo di E. Il numero N può dit'^enire individuo 
di E solo se si ammeUe cìis fra- le idee primitive mediante le quali, con «n nu- 
mero finito di segni, possono esprimersi i singoli numeri di E m sia pure una 
idea primitiva R, ordinamento dell'aggregato E. 

9. Se i postulati che si ammettono legare le idee primitive E,-It{*) e le 
idee primitive dell'aritmetica e del linguaggio comune sono compatibili, il 
numero N esiste ed appartiene ad E; ma ciò è assurdo, dunque quei postu- 
lati non sono compatibili. La conclusione non può troppo stupire se si ri- 
corda che in altri campi della matematica già si f" posto il quesito della 
compatibilità o meno dei postulati, e pei postulati medesimi della logica fu 
posto dallo HrLBRHT. 

Cionondimeno noi ci chiediamo: dove esiste la contraddizione f Perchè 
nulla vieta, a quanto pare, di concepire l'aggregato E, e quanto all'esistenza 
dell'ordinamento R pare clie essa sia stata dimostrata nel n. 8. — Ma questa 
dimostrazione è illusoria: perchè il procedimento indicato al n. 8 non de- 
finisce un ordinamento se prima non si è deciso se determinate frasi rap- 
presentano o non rappresentano numeri, e quindi se non si sa se le idee E 
ed R sono compatibili. D'altronde, quand'anche, senza prima decidere cii'ca 
questa compatibilità, quel ragionamento potesse delinire una numerazione 
di E, nei sui»poslo che E esìsta, noi non saremmo in nessun modo autoriz- 
zati a far coìncìdeie tale numerazione con quella indicata ctui R, per indurne 
la reale esistenza di U e quindi dì E. La numerazione R è idea primitiva, 
quindi non identificabile con una numeiazìone descritta, ma da considerarsi 
come idea detenninata (*•) e invariabile per tutta la durata dei nostri ragio- 

(•) I postulati che limitano le idee primitive E, R si possono enunciare : 1." K è un ag- 
trregftto di numeri cumpre»! fra e I ; 2." K ì' un ordinamento dei numeri ili E; 3." Tutti 
e soli i numeri di K possono esprìmersi con uu nutiu^ro Unito di segni, fra cui E ed B. 

(••) Idea detiTm i natii wi^nitica solo (ihe il vaiorti del «imbolo, pur non essendo espresso 
né etiprimibile, deve restiire invariato in virtù del principio di contraddizione e non può 
Annali di Matematica, Serie III. Tomo XV. 26 



dby Google 

J 



Heppo Levi: Antinomie logiche? 



iiamenti. L'ideiiUlicaria ad un certo punto del ragionamento con un'altra 
nnmerazìone che con essa non risulti ìdciiticiL a priori sarebbe mutarla. 

IO. Possiamo illuminare ancora questa impossibilità di far coincidere 
la numerazione R postulata come idea primitiva con quella definiUi al n. 8, 
mediante un esempio cbe non ricorre a processi infiniti come avviene per 
quello del RtcHAao. 

Si chiami B, come pocanzi, il numero dei segni che servono a comporre 
le nostre frasi: fra questi segni supporremo compreso, per comodità, il segno ^ 
(elevato a). Si vede facilmente che iì>.40: lo supporremo scritto in cifre 
nel sistema decimale, e chianieremo fi il numero di ciueste cifre (presumi- 
liilniente fi = 2). Si consideri alhtra la proposizione 

«Il numero di [)osto fiy^ B in li»; 

essa con.sta di 2r>-|-2p segni; il suo poste) nell'ordinamento di J'' è quindi 
</}"''?<;/? y^JÌ; se dunque i numeri di E si numerano come si disse nel 
n. 8, il numero considerato dovrà avere posto <i}ì/^B. Quella numerazione 
non può dunque essere R. 

È chiaro che simili contraddizioni si possono eostruire per molte altre 
definizioni di numerazioni che si vogliano immaginar sostituite a quella del 
II. S. La contraddizione del Richakd si presenta comunque R si voglia im- 
maginar determinato. 

il. Le osservazioni precedenti hanno mostrato che solo ad un errore 
si deve l'opinione che l'esistenza di E e della sua numerazione R sia dimo- 
strata: determinare con maggior precisione ove stia la contraddizione non è 
possibile perchè quando un sistema di postulati è contradittorio, la contrad- 
dizione sta nel loro insieme, non precisamente in alcuno di essi. 

12. t'arò ancora un'osservazione sulla spiegazione proposta dal Peano. 

Il prof. Peano ritiene di poter definire le nozioni K ed iì: si tratta in 
sostanza di definire indipendentemente da E e da iì l'elemento di posto n 
in R. E è allora definito come l'aggregato di questi elementi. Ma il Peano 
medesimo osserva che nella sua definizione la parte; 

* Valore n = numero decimale che è definito dal numero n scritto in sistema 
alfabetico, interpretato secondo le regole della lingua comune » (1) 

(]iiìik1ì farsi coincidere col valore di un altro simbolo o frriippo di 8Ìnil>oli che non risulti 
ad esHo ideiitko in virtfi dei postulati aiiimeRRi. Cosi nella geometria projettiva piana putito 
può assumersi come idea primitiva; retta può derivarne per dennizione: si constata che rtlla 
Buddisfa si postulati di punto convenientemente interpretati (legge di dualità): non sarà perciò 
permesso di identificare le nozioni di punto e retta ! 
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essendo espressa in lingua comune, non garantisce un'analisi completa (*}. 
Il Peano si vale di questa definizione per passar poi a quella dell'elemento 
di posto n in R; egli chiama fn questo elemento e pone 

fn = Valore min„ [iV, f^xs (Valore x e ©)] (2) 

(in parole: fn è i! valore del primo numero alfabetico che segue quello di 
valore f(n — 1) e che ha per valore un numero dell'intervallo 0... 1). Or- 
bene, fra i numeri alfabetici ve ne saranno di quelli che per essere inter- 
pretati secondo le regole della lingua comune, chiedono che si sappia che 
cosa sia la totalità degli fn, od anche soltanto quale sia ì'fn che essi de- 
finirebbero, qualora un fn corrispondesse ad essi; in sostanza può darsi che 
nel secondo membro della (1) entri il simbolo fn (o il suo equivalente M) 
in tal forma che esso non risulti definito da (2), se non si conosce il valore 
del primo membro della (1) medesima. Il sistema (1) (2) non costituisce dunque 
una definizione; è invece un sistema di postulati che legano il segno non defi- 
nito fn ad altri segni. 

Il numero jV del Richard si delìnisce mediante la classe totale degli fu 
(il simbolo R); se questa classe si potesse ritener definita, la contraddizione 
condurrebbe ad affermare col Peano che è il numero N medesimo contra- 
dittorio e quindi non esistente: ma se di fn è ancora dubbio il significato 
la contraddizione mostra anzitutto che non esiste la classe degli fn; la non 
esistenza di iV è di ciò una conseguenza necessaria. 



§ 3. L'antinomia ui Bukali-Fohti. 

E nota sotto il nome di Bliiui.i-Fohti l'antinomia che (consisterebbe in 
questo che per una parte si afferma esistere un numero ordinale transfinito w 
superiore a tutti i numeri ordinali transfiniti, mentre per altra parte si af- 
ferma esistere un numero transfinito hi-(-1 successivo a questo. 

Per chiarire l'origine del paradosso occorre analizzare la definizione dei 
numeri ordinali transfiniti. 
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Gli aggregati ben ordinati. 

l'è. Un aggregalo si dice ben ordinato se esso è ordinato in modo clip: 
1." esiste un elemento precedente tutti gli altri nell'ordinaiiiento dato; 2." ogni 
parte dsH'aggregato possiede un elemento che, in detto ordinamento, precede 
tutti gli altri elementi di essa. 

L'aggregato degli elementi d'un aggregato ben ordinato, che precedono 
un elemento dato è ben ordinato e si dice un seginento dell'aggregalo dato. 
Due aggregati ben ordinati si dicono dello stesso tipo o numero ordinale 
se fi-a i loro elementi si ])un stabilire una corrispondenza biunivoca od or- 
dinata. Quando la corrispondenza esiste è individuata. Il uuìiiero ordinale 
di un aggregato ben ordinalo risulta così definito per astrazione. 

Dalla delìnizione segue facilmente che: dati due aggregati ben ordinati 
F e G può avverarsi uno ed uno solo dei tre fatti seguenti: 
o) F è dello stesso tipo di G. 

b) Esiste in G un segmento dello stesso tipo di F. 
e) Esiste in 7*' un segmento dello stesso tipo di G. 
Dalla delìnizione di numero ordinale di un ajj^regato data poc'anzi ri- 
sulla die nell'ipotesi a) F e G hanno numeio ordinale; nelle ipolesi 6) e e) 
uno almeno dei due aggregati (e precisamente F Meirij)otesi &), G nell'ipo- 
tesi e)) ha lunnero ordinale. 

Possiamo noi asserire che un aggregato ben ordinato abbia sempre mi- 
merò ordinale'? 

Manteniamo impregiudicata la risposta e poniamo la definizione: 
Se F e <i hanno tipo, nell'ipotesi li) si dice che il numero ordinale di F 
precede od è minore ili quello di G; nell'ipotesi e) naturalmente il numero 
ordinale di <ì precederà {o sarà minore di) quello di F. 

È evidente che se un af^regato ben ordinato G Ila tipo, ogni suo seg- 
mento ha |)uiT tipo, perchè se esiste un aggregato in corrispondenza ordi- 
nata con G, i segmenti di esso saraiitio in corrispondenza ordinala con 
(lucili (li G. Può esistere al piò un aggregato ben ordinato che (eventualmenle 
insieme con suoi segmenti) non abliia.tipo: Se infatti G è un aggregato non 
avente tipo, qualunque aggregato ben ordinato che non sia un suo segmento 
dovrà trovarsi rispetto a G nel capo 6), e ([uindi, come si osserv(\ avrà tipo. 
14. Dato un aggregato ben ordinato G, si faccia corrispondere a cia- 
scun segmento dell'aggregato il primo elemento della ])arte residua: risulta 
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da tal corrispondenza che l'a^regato di quei segmenti è esso niedesinio ben 
ordinato quando ad essi si attribuisca l'ordine degli elementi porrispoiideiiti. 
Un qualunque aggregato parziale che abbia per elementi questi segmenti ha 
un primo elemento. 

Segue da questa osservazione che se si ordinano i numeri ordinali secondo 
la relazione di precedere e seguire definita poc'anzi, l'aggregato di essi nu- 
meri ordinali risulta ben ordinato. Occorre perciò dimostrare che ((ualunque 
aggregato / di numeri ordinali ha un primo elemento: si fìssi invero un ele- 
mento g di t: esso è il tipo di un aggregato ben ordinato G; i numeri di (, 
minori di g, sono i tipi di segmenti di G. Fra questi segmenti v'è un primo 
(caratterizzato dal fallo che l'aggregato complementare rispetto a G ha per 
primo elemento il primo elemento di G clie non appartenga a tutti (|uei 
segmenti): il tipo di esso, elemento di t, precederà ogni altro elemento di (. 

L'aggregato ben ordinato costituito dalla totalità dei numeri orditiali si 
chiamerà W. 

Ogni segmento di W ita tipo; e se il segmento è infinito, il suo tipo è il 
primo numero ordinale che non gli appartiene. 

Infatti l'aggregato dei numeri ordinali finiti ha numero ordinale, e pre- 
cisamente il primo numero ordinale transfinito. Se ora esistessero segmenti 
infiniti di W non aventi tipo od aventi tipo diverso dal primo numero or- 
dinale non appartenente ad essi, per l'osservazione del principio del n." 
esisterebl)e un primo fra questi. Sia V e sia g il primo numero ordinale non 
appartenente ad esso e un a^regato (H tipo g. I segmenti di r hanno 
tutti, per ipotesi, tipo precedente g; quindi nessuno di essi ha il tipo di G. 
Allora (n. 13) o r ha il tipo di G, ed è questa la tesi da provarsi; ovvero r 
ha il tipo d'un segmento di 0, cioè un tipo <ig: ma per ipotesi tutti i nu- 
meri ordinali transfiniti <Zg corrispondono ai tipi dei segmenti di r: dunque 
questa seconda ipotesi è assurda. 

L'aggregato totale W dei numeri transfiniti non ha tipo. Se infatti esso 
avesse tipo, corrisponderebbe ad esso un numero ordinale w. i numeri or- 
dinali precedenti tv costituirebbero un segmento di W avente lo stesso nu- 
mero ordinale w di W: il che è assurdo. 

Si possono dunque completare le osservazioni finali del n. 13 enunciando: 

Fra gli aggregati ben ordinati ve n'ha uno — l'aggregato W dei numeri 
ordinali — il quale non ha tipo: tutti gli altri aggregati ben ordinati, com- 
presi i segtnenti di W, hanno tipo. 

là. Qui appare la prima forma dell'antinomia di Burali-Forti. È pos- 
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si)tile die un aggregato non abbia tipo? Per attenerci strettamente alla de- 
finizione, un aggregato lia ti|)0 tosto che esiste un altro aggregato ben or- 
dinato ordinatamente riferibile ad esso. Ora è evidente che, appena noi 
avremo concepito un aggregato, un altro ne concepiremo riferito ordinata- 
mente ad esso modificando i suoi elementi con un'operazione mentale qua- 
lunque, sostituendo, p. es., a ciascuno di essi il pensiero di esso. 

È questa una nuova operazione logica di cui finora non s'era parlato; 
soltanto da questo silenzio proviene il malinteso. Quando noi dicevamo d'aver 
considerato l'aggregato di tulli i numeri ordinali, noi avevamo invece con- 
siderato l'aggregato dei numeri ordinali di aggregati ben ordinati nella de- 
finizione dei cui elementi iton abbia parte l'operazione « il pensiero di ». È na- 
turale che, aggiungendo la nuova operazione, l'aggregato possa accrescersi. 
Ed infatti, se l'aggregato prima considerato si cliiama W, verremo a con- 
cepirne un tipo ed un numero ordinale w clie a W non appartiene. L'ag- 
gregato (ir, «') è ben ordinato e coU'operazione *il pensiero di» si può co- 
struire un aggregato dello stesso tipo: cosi sì definisce un nuovo numero 
ordinale ir + 1 e cosi via. È tutta una serie di nuovi numeri ordinali che 
si viene a costruire. Ma allora un dilemma si pone: O si ammette che abbia 
senso parlare dell'aggregato di lutti i numeri ordinali degli aggiogati che si 
possono definire mediante date operazioni e idee logiche, compreso fra quelle 
« il i>ensiero di », ovvero si ammette che parlare di tate aggregato non abbia 
senso. Nella prima ipotesi, quando considereremo quell'a^regato non po- 
tremo pili applicare ai suoi elementi l'operazione ■ il pensiero di », perchè 
tale operazione avrà già operato quanto poteva; nella seconda ipotesi l'ag- 
gregato non esiste ed è fuor di luogo parlare del suo tipo. 

Si illuminerà anche meglio questa veduta esaminando la definizione ge- 
nerativa dei numeri transfiniti. 

La definizione generativa. 

ì(i. Supponiamo di conoscere un oggetto 1 ed un'operazione S che 
trasformi ( in un nuovo oggetto 51=2 su cui si possa ancora operare 
con S. 5 2 = H sìa un oggetto diverso da 1 e da 2 e su cui si possa operare 
con S e posi via. Ogni nuova applicazione dell'operazione S generi un ometto 
diverso dai precedenti su cui essa sia applicabile. Operando cosi successi- 
vamente con S noi generiamo la serie dei numeri interi che indicheremo 
con N, . 
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In simboli 
(Def) v-=ClR'-^vz[lzv:xgv.'D,.:Sxz{v-i\):yt{v-^x).Z)„.Sx \-Sy] (U) 
(Post) 3v (!)(*) , (Def) N, = nv (2) (*) 

(Fra le classi v ve n' ha di quelle tali che, scelto un individuo s qua- 
lunque della classe, esistono rispetto ad esso classi v, per cui si soddisfa la 
def. (0) ove si scriva z al posto di 1 e p, al posto di v. Tali sono le classi v 
per cui si verifica che, per un individuo qualunque z di esse, S'z^l-z qua- 
lunque sia l'intero n; e di tali classi esistono certamente, perchè una classe v 
soddisfacente a (0)- non perde questo suo carattere se se ne sopprimono 
tutti gli individui C tali che per un n conveniente S~^ — K- Questa osserva- 
zione mostra che in particolare la proprietà Ss j^a si verifica per tutti gli N, .) 

Fra gli individui d'una qualunque delle classi o definite da (0) ve ne 
sono di quelli (almeno l'I) che non sono successivi di nessun individuo delle 
classi V soddisfacenti a (0) cui appartengono. Chiameremo v ogni aggregato 
costituito di tali individui. 

Precisando fa definizione nella sua rappresentazione simbolica, porremo; 

(Def) V — Cis'^ui\^V'~<v2(n:3v).■.vir>.^r'•'^^v.^,.Sx-su\ (3) 

Una classe v è quella che si riduce al solo elemento t: in simboli 

iler; atv.b^a.^.btv. 
Imitando la def {'i) potremo allora porre 
(Def) utv.zy.Z (m) = c\v^v2{uz>v) ) 

17. Ciò posto, supponiamo che si abbia una nuova operazione /, e fra 
le classi V una m, che contenga l'individuo 1 e tale che esistono classi e, 
contenute in ii, sulla cui corrispondente classe .^(z) si possa operare coni, 
ottenendo così un individuo IZ(z), e supponiamo che sempre I Z{z) sia un 



(•) In parole: (Post) esìstono elassi che contengono l'I e tali che »e contengono un ele- 
mento a;, contutij^ono [iure VSx, il quale non snrà mai l'I, e l'ho se ar ed y sono loro indi- 
vidui distinti. 5a!=[-A'//. — (Def): A', è il prodotto logico di tulle queste classi (la classe co- 
mune a tutte). 
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individuo di u, diverso da 1, e variabile con z : 

(Post) Msv; 1 em; 3 »3[aDu.g /Z'fa)]; \ 

zz>u.3lZ(z).z>,.lZ(z)t(u^ii); (5) (•) 

z-:>u.t-DU.IZ(z)^IZ{t) .-D.^.z^l. ] 
[*orremo inoltre 

(Post) -bIN, , (Def) IN,==a. 

lì post (5) ci dice che w è un individuo di «; quindi, per le def (3) e (0), 
sopra w si può operare con S una, due,... volte generando l'aggregato Z^iu): 
l'insieme degli individui di A'^i e di /(iw) costituisce l'aggregalo Z{i, u). Ani- 
metUaino che esista IZ{iy w); per (5) sarà indivìduo di m diverso da 1 e da w. 

Porremo 

IZ{Ì, (.)) = (.*. 2. 

Risulta subito analogamente che esiste Z{i, w, w.S); noi aminetteremo che 
esista pure iy?(l, w, ùi.2)=w.3 — e cosi via. Cosi, mediante le operazioni 
S ed J noi possiamo, a partire dall'individuo 1, costruire una serie illimitata 
di individui nuovi, comprendente N, (e contenuta in Z{u)). La chiameremo, 
per avvicinarci ai simboli in uso, ìV(m,), ponendo pure N, =N(tt„). Per rac- 
cogliere in simboli questa definizione, porremo 

(Post) 31)13(1)1 = Clsz-Niraj 1,1 N,tw: » 3 h'm. d ^. Z{v) 3 ir; : 1 

VD1VU. ìiv.z'D v.z-= n:IZ{z)iK\'^ ..IZ{z)tv.\ 1 

\ (*J) (**) 
=,..3lZ{v).lZ{v)tw^^]. \ 

(Def) ,V(«,) = nf< 1 

Da questa detìnizione risulta facilmente una semplice legge per ordinare 
gli elementi di iV(f*,) (ordinamento che dalla precedente es|)osizione della 
definizione in parole già risultava). Consideriamo invero gli elementi della 

(*) Il e / sono cosi qui idee primitive. 

(••) iV (N|) (M'n (Sfregato mhiiinoche coiilieno 1 e /jV, ; ch« contiene iiiulli'c l'iiRgre^tato Z(u), 
tosto che V ó un iig^'''^"''' ("oiileniito in m e in A'(n,) nu-deaiiiio; clic eontieiie iiilinc l'in- 
dividuo lX{o) tosto che t'figgrOKHlo v, conleiuito in m e in A'(Mi), contiene tutti t!li indi- 
vidui IX (e) fhe appartenfEono a 'V(n,), ove 2 sia un agf{re{;ato contenuto in 1', ma non identico 
a 11 DiF.desinK). — il postulare l'esistenza delle p, è postulare una pniprielà delle opera- 
zioni /; pi-eciaameute s\ detlniece cosi un campo di classi Z(sj su cui l'operazione / agisce. 
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forma IZ{v): siano IZ(v) e IZ{v') due di essi; osservo che dei due aggre- 
gali w e «' uno è certarnenle contenuto nell'allro: si lia infatti dalla defini- 
zione che D e o' contengono l'individuo 1 ; esiste quindi una classe i comune 
a « e u': 

1 = « «' 

e poiché Bey' sono contenuti in u, sarà X d m. 

Dail'ipoletii che IZ{v) e IZ{v} siano individui di jV{**i) segue che 

2Z>v.z-^v.IZis)sN (N,) .z>,.lZ(z)tv. (7) 

Infatti se lZ{z) non fosse un individuo di v esisterebbero classi o, le 
quali non contengono IZ{v); dunque IZ{v) non sarebbe un JV<»*,), contro 
l'ipotesi. Analogamente 

z^v\z- = v\ IZ{z) e iV(N,) .^..IZ{z)t v\ (7') 

Si consideri allora una classe z contenuta in > e quindi in o e in v; si 
avrà 

z-^y..z- = tt.z- = v' .IZ{z)i.N (M.) .■D..lZ{z)t\. 

Applicando la def (6) si ha allora 

Allora, o X non è nessuno degli aggregali v, v, ma è contenuto propria- 
mente in ciascuno di essi, e, applicando ancora le (7), (7') si ottiene (ponendo X 
al luogo di z) 

IZ{\)tv, IZ{\)tv' 

onde IZi\)zvv, contro l'ipotesi che \ = vv {•); oppure X è uno degli ag- 
gregati V, v' che è la tesi che si voleva provare. 

Basterà convenire che se vdo' si dirà IZ{v) precedere IZ(d') e che 
si dirà 1 precedere ogni elemento diiV(>»|), perchè ne risulti dehnito un or- 
dinamento degli elementi di iV(«,)^« (classe comune a N{h,) e a m). E 
l'aggregato risulta in tal modo ben ordinato. Sia infatti A una sua parte: 
occorre mostrare cli'essa ha un primo elemento. Questo è senz'altro 1 se J 
lo contiene; nella contraria ipotesi, si osservi che ogni individuo a di .4 
(come ogni individuo di N{^,)f~^n diverso da 1) è della forma IZ{x) dove «è 
un conveniente aggregato di «; e, per quanto si disse or ora, due diversi 
di questi aggregali « sono contenuti l'uno nell'altro. Il prodotto logico di tutti 

{•) Si vede facilmente che se JZ(2) t A'(«,), JZ{z)-«». 
annali di Mofemaftca, Serie IH, Tomo XV. 27 
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gU a^regati « che generano degli IZ{a) elementi di ^ è dunque il minimo 
fra essi, e ad esso corrisponde un individuo di A precedente tutti gli altri. 

Si considerino ora anclie individui di N(t^,) die non appartengano ad m : 
se ce è uno di essi esiste un x' in u tale che x si ottiene da esso con una 
successione di operazioni S: x&Z(ix'): d'altronde se x appartenesse ad » 
basterebbe per x' prendere or medesimo perchè questa relazione fosse ancora 
veriHcata. Siano allora x ed y due individui qualunque di A'(m,), e x' ey' siano 
tali che xtZ{ix'), ytZ {•■!}'); converremo che x precede y se x' precede y\ 
oppure se x' = y' e nell'unica successione Z{:x') = Z(--y') x precede y. Risulta 
cosi definito un ordinamento di tutto iVC,), E l'aggregato risulta ben ordi- 
nato perchè, se ^ è una sua parte, sia A l'aggregato minimo tale che 
Z{A)c^ (cioè l'aggregato degli elementi x' alle cui Z{ix') appartengono 
gli elementi x di X). Si è già osservato che A avrà un primo elenienlo: sia 
questo a: o atX e sarà il primo elemento di A", ovvero a-tX, ma esiste 
in X qualche elemento di Z(i.a); il primo di questi sarà il primo elemento di A', 
18. La definizione di N{*ii) sì può generalizzare in modo analogo alla 
definizione di N, . 

Esiste cioè in u un aggregato u', cui appartiene 1, tate che 



Se allora 


m' 


DM 


.Uu- 


, si ammetterà che 




(Posi) 






3», -~ 


tV3{u\-Dw) {*) 




e si porrà 










1-) (") 



(•) Questo post, comprende come caao particolare ìl post (6), cui esso si riduce ponen- 
dovi u'i ^ 1 1 ; anch'esso ha per ufficio di assegnare un campo (ora più vasto del preeedeole) 
di classi cui ai applica l 'operai io ne /. 

(**) A questa definizione si può dare anche altra forma, più sìniiie a quella che dovranno 
prendere le detinizioni analoghe che seguono: 

Z' t«',) = n Cis '-. H' I j Z («',) 3 »p . J W (K(,) ( w : : I. 3 re « . 1 « « . « 3 f . e - — w T 

/Z(2).H'.3,./Z(^).u.'.3..Z(..)3n.. a/Z(<0./Z(.'ì'H-|. 
Infatti si vede subito che ogni w che soddisfi alle condizioni della prima definizione soddi- 
sferà a fortiori a quelle dì questa seconda. Sì tratta quindi solo di mostrare ohe anche questa 
seconda impone ad (^ni n' di contenere Z{v) tosto che contiene la v. Orbene, essendo fis- 
sala una «I ed una v^tvu, si considerino tutte le classi e 3 u^rl diverse da « — ile tali 
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Se li' non si riduce al solo individuo 1, possiamo allora immaginare una 
nuova operazione /' che sia capace di operare sopra taluno degli aggregati 
Z'(u',), e li trasformi in individui, e precisamente in individui di u': 
(Post) 3l'N (N,) ; zz>u'. 31- Z- (e). ■=>..!' Z- (z) e (m' - i t) ; 1 

2 3 w' . ( 3 w' . /' Z' {«) = /' Z' {t) . D ..,.«= (; ) 
e possiamo, mediante le operazioni S, I, /', definire un nuovo aggregato 
iV(K,) = nClS'-^rt'^ JV(»,)Dw./'iV(K,)ejy :: tfDiDit'. ì ev . z Z>v . z- =v : 
I-Z'{z}tw.'D..rZ'{z)iv.:o..Z'(v)T3w.3rZ'{D).I'Z'{v)tw^. 

Anche qui si deve notare che l'affermazione dell'esistenza di iV(»j) im- 
plica un postulato, analogo a quello posto in evidenza in (6). Osservazioni 
analoghe non starò a ripetere d'ora innanzi. 

Sopra l'aggregato jVC*,) potremo ripetere le considerazioni fatte sopra 
N{**,} e concludere ch'esso è ben ordinato. E l'operazione /' ci condurrà a 
distinguere in u' una parte m", cui appartiene I, tale che 

z D u . o . . l' Z' {z) - 1 u' ; 

e se »" non si riduce all'individuo 1, si potrà porre, qualunque sia w"i d«" 
e conlenente 1 ; 

Z' («",) = n Cls^ w: 1 2"(m",) ::>w . r N{**,)tw::vZìwu'.ttv.zz)V.z~ = v: 

r Z' (z)zrv . ■D ..r Z'[z) iv .: -D , . Z' (v}-D w .3I' Z' (v) . r Z' {v)tiv\ 

e chiamando /' una nuova operazione tale che 

(Post) 3!" N (N,) izztu" .3rZ'{z).^..I~Z'{z)t{u'''il); ì 

zDH.t^u'.}~Z'{z} = I"Z"{t).'=>..,.z = t, i 



che IZ(à)t ((!; si chiami u' la classe di queste IZ{e): si chiami analogamente v" l'aggregato 
degli /2(aO tali che «"dw-— u'«-»i, ^-^v^v'^i\,IZ (/)!«;,, e cosi via. Si ponga infine 

Sarà 

onde si potrà affermare che 

Ma uD V e quindi Z(u)3Z(y); (juiiidi anclie 

Z («) = ,». 
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si porrà ancora 

«"dm" , 1 £ m" : z d w' . D , . /" Z" {«) - £ 11" : u", D it". I e u", /. 3 u^- 
Z" {«",) = n Cls ^ w 3 j Z'{u",) I) if . i " A'{w.) iiv:: 

oowu" Ato.z^v .z- = v:I" Z" {z)s.iv .o ..I" Z" {z)tv.\ 
■=>..7/ (r) D w . 3 7" Z"(«) . /" Z' (w) £ w j 
Z"{,1) = jV{«.). 

19. È evidente come si possa continuare neìla definizione di sempre 
nuove classi iV(».), ìV(Ks}, ecc. Ad ogni nuovo passo occorrerà ammettere 
l'esistenza di un nuovo a^regato «'" contenuto in u'""", contenente 1, ma 
non ridotto a questo solo individuo, e di un'operazione /'"~" tale che 

3 /'"-> A'(M_,) ; «'■> D z z, «■"-*> . 3 7'"-" 2"-" (5:) . D ,. 7'"-" Z"'" {«) E («'-" - u'"'). 

Si definirà cosi una serie indefinita di aggregati ben ordinati, contenenti 
ciascuno il precedente (e di potenze successivamente crescenti). Un' opera- 
zione nuova ci conduce allora ad un nuovo aggregato analogo che 1Ì com- 
prende tutti: noi poniamo 

«"" = n «'"' 

(»=1, 2,...) 

u'f D «"-' . t E «'f . =» *;■*'. z""(tt'^') = u z"\%'f) (•)- 

Debbo insistere sopra l'affermazione: un'operazione nuova. Non si tratta 
invero qui di prodotto o di somma di aggregati singolarmente conosciuti; 
sotto la scrittura n ^ l^ si cela un concetto di limite; gli m'"' son tutti con- 
tenuti l'uno nell'altro, i Z"'{u'^*) contengono ciascuno il precedente; noi, 
astraendo, immaginiamo in u'"" il limite verso cui tendono gli «'" restrin- 
gendosi, in Z'"'(u'^') l'aggregato che comprende tutti gli individui che sì for- 
mano partendo dait'?" e applicando quanto è possibile le operazioni S, 7, 7',... 

Poniamo 

Z'-C 1) = «(»»)■ 



(") Vale a dire Z'"\uTì è la somma di tutti gli aggregati Zt'HtcT)- 
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Noi possiamo immaginare una nuova operazione /*"' che trasformi 
talunx) degli Z'"\u'^') in individuo. Precisamente supponiamo che «"" con- 
tenga un aggregato »"•'+" contenente 1 e tale che, se « 3 w"*', e se esiste 
I'"' Z^"\z),I'"' Z'"'(z\£ (»"'-«'"'"), gl'indivìdui 1"^' Z"^'{z} essendo diversi 
per z diversi. Ammetteremo che esista J"" 2'"'(' 0- Se «"?•*■" ^w"'^^", porremo 

z""^-' (u'r^") = n cis ^ K' 3 j z'"'(ur^") D tv. 

/'"' Z""(i 1) e «7 : : p D HI m"" Atv.zDv.z-^v. 

I""Z'^\z)ttv.:::}..I'"'Z'"'(2)tv.:::i,.Z"'\v):>w.3r'"Z""{v).I'"'Z'"'{v)ttvì 

20; È inutile proseguire in questa descrizione di sempre nuove ope- 
razioni che ci permettono di costruire sempre più vasti aggregati hen ordi- 
nati, il cui primo elemento è I. Noi diamo a tutti gli individui di tutti questi 
aggregati il nome di numeri ordinali. Noi ci chiediamo anzitutto: ha senso 
parlare della totalità di questi numeri, nell'ordine della loro generazione? È 
nella definizione di essi che, per l'atto medesimo in cui noi completiamo la 
definizione di un aggregato di numeri ordinali, noi concepiamo una appo- 
sita operazione I che da tale aggregato fa derivare un numero seguente ad 
esso. E una definizione generativa che comprenda il massimo aggregato di 
numeri ordinaH non è possibile. Infatti ciascuna delle operazioni S, I, /',... 
è una nuova idea primitiva, com'è un'idea primitiva l'iif^regato fondamen- 
tale (u, 11', «",...) su cui si può operare con esse operazioni (o colle opera- 
zioni i^-'Z^" definite mediante esse). Che siano idee primitive è provato 
dalla forma stessa delle proposizioni in cui compaiono; ma deve notarsi che 
esse non potrebbero sostituirsi con un'unica interpretazione. S'interpreti 
p. es. SI come r« idea dell'aggregato che ha il solo elemento 1 »; S 2 come 
r« idea dell'aggregalo formato dagli individui 1, S l », ecc.: in generale dunque 
S significhi la totalità degli elementi prima generati: IZ(tl) si potrà ben 
ancora interpretare come la totalità degli individui della serie dei numeri 
naturali; ma questa volta non saranno più gli individui ^i»-»Hrt f;etiern(t, bensì 
tutti quelli che si possono generare. E se anche /' si vuole interpretare come 
l'idea d'una totalità d'elementi, passerà però fra e.ssa e / la stessa differenza 
che fra I e S. Nel formare una Z' {z) noi dovremo operare infinite volte con I 
e considerar quindi delle totalità di elementi che ai possono generare coli' ope- 
razione S-j per assurgere alla concezione di Z' e quindi di I' Z' noi dob- 
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biamo concepire una possibilità d'un futuro d'ordine più elevato — ci sia 
concessa l'espressione. 

Ed è chiaro, ed è noto, che non è nemmeno possibile concepire una 
idea primitiva operazione funzione d'un parametro, che pei diversi valori del 
parametro divenga le operazioni S, I, /',.-■ perchè queste operazioni costi- 
tuiscono un aggregato identico all'aggregato totale dei numeri ordinali : se /'"' 
si concepisse funzione del parametro n, occorrerebbe far variare n in tutto 
l'aggregato che si tratta di definire. 

Una definizione generativa della totalità dei numeri ordinati è dunque ira- 
possibile: noi possiamo solo assumere questo a^regato come idea primitiva, 
e come tale noi postuliamo che non esista una operazione / che faccia cor- 
rispondere ad esso un individuo nuovo, da chiamarsi successivo ad esso. 
Nella coniraddizione cadremo naturalmente se faremo un'ipotesi contraria a 
questo postulato. 

Ancora alcune osservazioni sull'aggregato dei numeri ordinali. 

21. All'antinomia dell'aggregato dei numeri ordinali si è tentato dì dare 
anche altre basi. 

Si è detto anzitutto: concepiamo l'aggregato W dei numeri ordinali, con- 
cepiamo un oggetto m che a W non appartenga e chiamiamolo seguente a 
tutti gli individui di W: otterremo un aggregato | W, m ] ben ordinato e più 
vasto di W, ed m si potrà chiamare il numero ordinale successivo a W. 

Questo ragionamento è insostenibile. Invero per una parte si parla di 
un a^regato IV di cui nulla si sa intorno al modo di identificare gli indi- 
vidui; dall'altra si parla di un m che si vuol concretare in un oggetto de- 
terminato. Gli elementi di W non sono idee distinte, identificabili in altri ele- 
menti del tutto delle cose pensate: per queste idee noi pensiamo un concetto 
ordinatore indefinito ma che, per sua natura, non si può applicare a quegli 
altri oggetti : esso W è l'aggregato di tutti gli imtioidui che risultano ordinati 
SECONDO QUKL cof«:ETTo, c fra questi individui non vi sono gli altri ometti 
del nostro pensiero: in particolare non vi è ta. 

Riferiamoci ancora allo sviluppo dato precedentemente alla generazione 
dell'a^regato. Le idee primitive 1, S, /,... non hanno in quella definizione 
alcuna interpretazione concreta: la generazione descritta produce via vìa 
nuovi individui, diversi da tutte le idee che noi riceviamo per altra via; è 
naturale che queste altre idee non verranno a ordinarsi nel nostro aggregato. 
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saranno anzi rispetto ad esso essenzialmente non ordinabili. Si può bensì 
ricondurle nel campo del nostro a^regato mediante una interpretasione delle 
idee 1, iS, /,... Ma allora, poiché queste idee primitive sono inlinile, come 
si potrà accertare se m era o non elemento di W^? Si può postulare che quella 
interpretazione non debba far cadere fra tali elementi l'oggetto»»; ma allora 
si sari postulato che m non appartenga all'aggregato dei numeri ordinali, e 
non si potrà attribuirvelo senza contraddizione. 

22. Si ragiona pure cosi : dato un aggregato ben ordinato, l'aggregato 
di tutti i tipi di itggregati ben ordinati in cui possono comporsi i suoi ele- 
menti è un aggregato ben ordinato di potenza maf^iore. Applicando la pro- 
posizione all'aggregato W di tutti i numeri ordinali si mostra esistere un 
aggregato ben ordinato di potenza maggiore. Non si bada in tal ragiona- 
mento che nell'ipotesi delia proposizione che si vuole applicare è che si tratti 
di un a^regato ben ordinato i cui elementi si possano disporre in un ag- 
gregato ben ordinato di tipo differente: ipotesi contradittoria con quella che 
si tratti dell'aggregato di tutti i numeri ordinali. 



§ 4. I PBOCEOrMENTI DI ELEMENTAZIONB. 

23. Chiamo procedimento di eleinentasione ogni operazione che faccia 
corrispondere ad un aggregato un individuo. Le idee primitive /, /', 7",... (n. 17 
e seg.) possono interpretarsi ciascuna in un qualunque procedimento univoco 
di elementazione che possa applicarsi rispettivamente agli a^regati Z{s), 
Z'(z),... (ad aggregati diversi facendo corrispondere individui diversi). A 
vero dire fra i postulati ammessi rispetto a queste operazioni v'erano quelli 
che escludevano che gli individui generati appartenessero a certi aggregati 
«', «",...; ma si vede agevolmente clie questa condizione non è restrittiva: 
infatti, se si segue la generazione successiva degli aggregati N{*<), si vede che 
questa condizione ha solo itnportanza perciò che si chiede che ogni nuovo 
individuo generato sia diverso da quelli precedenti e che sopra di esso e 
sugli aggregati da esso derivanti possa operarsi con S e con /, /', ecc., ri- 
spettivamente. Ora la prima condizione che l'individuo generato sia diverso 
dai precedenti si suppone verificata; la condizione relativa alla applicabilità 
delle operazioni S, 1, /',... si soddisfa con una scelta conveniente di esse, la 
quale d'altronde si è già supposta. 
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Si è già osservato (n. 20) che anche S può interpretarsi come una eie- 
menlazione, la differenza essenziale fra S e le operazioni / essendo che la 
prima si applica ad un aggregato completamente generato, le seconde ad 
aggregati in potenza di generazione (agli aggi-egati di tutti gli individui che 
possono ottenersi con convenienti ripetizioni delle operazioni S, /,-•■)■ 

Si noti ancora che può considerarsi un procedimento di elementazione 
funzione di un numero ordinate (se si vuole, anche variabile in un qualunque 
aggregato di numeri ordinali transfiniti) in modo che in un sOlo procedimento 
si riassuma una serie di operazioni S, /,... 

Le conclusioni del n. 20 possono allora tradursi nella seguente propo- 
sizione di importanza logica generale: qualunque procedimento univoco di 
elementazione ìion può applicarsi a tutti gli aggregati. Poiché, se un tal pro- 
cedimento di elementazione h si potesse applicare ad ogni aggregato, si po- 
trebbe interpretare in esso tutte le idee primitive S, I, /',...: si genererebbe 
cosi un aggregato di numeri ordinali; ma all'aggregato totale che si ottiene 
dopo aver applicata indefinitamente questa operazione — quanto possibile — , 
l'operazione medesima non sarebbe piil applicabile. 

Fra i procedimenti di elementazione v'ha * il concetto di»: la conside- 
razione dei numeri ordinali come tipi degli aggregati ben ordinati ci aveva 
già condotto per altra via ad ammettere che vi sono oggetti cui non è ap- 
plicabile < il concetto di ». 



§ 5. L'antinomia di Russell. 

24. L'antinomia di RtfsSGLL trova la propria giu-stifìcazione nelle os- 
servazioni precedenti. Ricordiamo anzitutto in che cosa essa consista: Con- 
sideriamo l'aggregato E degli individui che si ottengono elenientando aggre- 
gati che non contengono ae stessi elementati: si chiede: dementando E si 
ottiene un individuo di E o un individuo non appartenente ad Ef Comunque 
si risponda si cade in contraddizione. 

L'origine della contraddizione sta in questo che s'immagina fissato un 
procedimento di elementazione e si ammette che tale procedimento si ap- 
plichi ad ogni aggregato, in particolare ad E: ma la contraddizione cade 
se E non può elementarsi con quel procedimento. 

La conclusione d'altronde può essere approfondita. Senza far capo alla 
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contraddizione in misura maggiore di quanto occorra in una qualsiasi dimostra- 
zione per assurdo, noi possiamo mostrare che il nostro aggregato E contiene 
parti non elementabili col procedimento di eiementazione che si saràlissato; 
anzi ogni parte elementabile di E è contenuta in una parte di E non eìementalnìe. 

Osserviamo anzitutto che, se E, è una parte elementabile di E, e l'in- 
dividuo ottenuto dalla sua eiementazione è l £, j = e, , e, è un individuo 
di E che non appartiene ad E, . Che e, sia individuo di E è chiaro: invero 
o esso appartiene ad E, , e perciò a E, ovvero non appartiene ad E, , ed al- 
lora è individuo di E per definizione. Ma poiché esso appartiene ad E non 
può per la definizione stessa di E, essere elemento di E,, onde risulta la tesi. 

Ciò posto, sia B, una parte elementabile dì E; l'elemento generato eie- 
mentandola sia e, =ì E, ] : sarà allora anche parte di E l'aggregato (E, , e,) =E, ; 
e se questo è elementabile, e l'indivìduo generato dementandola è e, = | E, i, 
anche (Ei, e2) = E, sarà parte di E. Se si ammette che l'operazione di eie- 
mentazione considerata si applichi indefinitamente agli aggregati E,, E„ E,,..., 
si potrà interpretare in e, l'individuo t del n. t6 e seg., e nell'operazione 
che porta da e, a e„ da e, a e,,... l'operazione S. Si consideri allora l'ag- 
gregato (E,, e,, e,,...) = Ea che è certo parte di E, e si ammetta che esso sia 
elementabile: in questa eiementazione si potrà interpretare l'operazione i. 
Così proseguendo si interpreteranno successivamente tutte le operazioni /*", 
finché l'elementazioiie considerata è applicabile, e negli individui successiva- 
mente generati e,, e,,... si avranno dei rappresentanti dei numeri ordinali (*). 
L'aggregato costituito da B, e da tutti questi individui non potrà mai essere 
elementato. 



§ 6, L'antikomia della potenza dell'agohegato totale. 

25. Meno discussa è l'antinomia sulla quale ha richiamato l'attenzione 
il Russell medesimo (**) e poi il Borel (•**) che risulta quando si applichi 
al « tutto • la proposizione che : dato un aggregato qualsiasi esiste sempre un 

(•) Se e, , e, , . . . non Haraiino essi medeeiial numeri ordinali, l'operazione ili eiementa- 
zione dovrà arrestarsi prima di aver generato un aggirato riferibile alla totalità dei numeri 
ordinali. 

(•*) Prindpìes af Mathematics, pag. 109. 
(•*•) BuOetin de la SocUU mathémaiique de F^ance, 33, 1905, [lag. 273. 
AnmOi di MatetnatuM, Serie 111, Tomo JtV. 28 
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aggregato di tnaggior potenza, l'aggregato che ha per elementi le j^''^^ ^^ 
primo {conveniente mente elementate). Esisterebbe dunque un aggregato di po- 
tenza maggiore del « tutto ». 

L'antinomia proviene esclusivamente dal fatto che non sono completa- 
mente enunciate le ipotesi della proposizione che si applica. Per dimostrare 
questa proposizione si dice infatti : sia E l'aggregato dato, H l'aggregato 
delle sue parti convenientemente elementate; fra le parti di E vi sono le 
parti elementari, costituite da un solo individuo di E; quindi E è contenuto 
in H. Allora o la potenza di H è maggiore di quella di E, ovvero E ed H 
hanno la stessa potenza. La 2.* ipotesi è assurda: supponiamo infatti che 
fra E ed H esista una corrispondenza biunivoca; vi saranno certo elementi 
di E che non appartengono all'aggregato che, elementato, costituisce l'elemento 
corrispondente di H. Infatti, nella contraria ipotesi a ciascun individuo di E 
dovrebbe corrispondere in H l'individuo medesimo (l'aggregato costituito da 
esso solo, elementato), e quindi nessun elemento di E potrebbe corrispon- 
dere a quegli individui iH H che si ottengono elenienlando parti non ele- 
mentari di E. Sia allora A l'aggregato degli elementi di E tali che, nella 
supposta corrispondenza, hanno per corrispondenti in H i risultati della ele- 
mentazione di aggregati che rispettivamente non li contengono. Se l'aggre- 
gato A è elementabile, all'elemento di II da esso generalo corrispondenl in B 
un individuo a: ora questo individuo non può appartenere ad .^1 perchè 
nessun individuo di A corrisponde ad una parte di E che lo contenga; d'al- 
tronde se esso non appartenesse all'aggregato corrispondente A, sarebbe, per 
definizione, individuo di A, il che è contradittorio. Si elimina la contraddi- 
zione solo supponendo che non esista la corrtsi)ondenza biunivoca fra E ed H. 

In questo ragionamento si suppone: 1." che il procedimento di elenien- 
tazione adottato sia applicabile a tntte le parli di E, in particolare ad A; 
2." che l'individuo ottenuto elenienlando A non possa ottenersi elementando 
anche altri aggregati parziali dì E. 

Riguardo a questo secondo punto è necessaria qualche dilucidazione: 
voglio mostrare come l'ipotesi cui si accenna non si verifica quando E sia 
il tutto e quindi contenga le proprie parti, elemenhite. Supponiamo dunque 
che M sia una parte di E che, elementata, dia l'individuo m di E medesimo. 
Quando noi passeremo a formare II, troveremo anzitutto l'elemento m come 
risultato dell'elementazione di M: ma una parte elementare di E sarà m 
stesso: eleinenlandolo si avrà m o un altro individuo di Ili Ciò dipende 
dall'operazione dementante considerata, ed è ugualmente plausibile amniet- 



db, Google 



Beppo Levi: Antittoinie logiche? 



tere chft si ottenga m medesimo o che si ottenga un altro individuo di H. Si 
ammetta la prima ipotesi e come aggregato M si prenda l'aggregato A di 
pur ora; individui di A siano — per precisare — quelli il cui corrispondente 
in H non si può ottenere etementando nessun aggregato parziale di E cui 
essi medesimi appartengano; basterà supporre che l'individuo a corrispon- 
dente ad A elementato sia il risultato medesimo dell' elementazione di A; 
esso non dovrà appartenere ad A perchè avrà per corrispondente in H il ri- 
sultato dell'elementazione dell'aggregato formato dal solo individuo a; senza 
che perciò si cada nella contraddizione. Se poi A si costituisse con quegli 
individui di E il cui corrispondente in //si può ottenere dementando qualche 
aggregato parziale di E cui essi non appartengono, basterà supporre che 
l'individuo o, corrispondente ad A elementato, non sia l'individuo medesimo 
generato dall'eie mentazione di A, perchè allo stesso modo si eviti ogni con- 
traddizione (*). 

Se invece si ammette la seconda ipotesi e precisamente si ammette che 
ogni volta che si elementa un aggregato formato d'un solo individuo, l'in- 
dividuo che si ottiene è diverso da questo, e che elementando aggregati di- 
versi si ottengono individui diversi, l'applicazione di una successione di ele- 
mentazioni analoga a quella del a. 24 e l'ipotesi che E sia il « tutto • ricon- 
duce a riconoscere che non è soddisfatta la I." ipotesi del ragionamento 
(l'applicabilità illimitata del procedimento di elementazione). 

La proposizione che l'aggregalo delle jxtrli di un aggregato ha potenza 
tnaggiore dell'aggregato medesimo non è vera per ogni aggregato; in partico- 
lare ìion è vera per il « tutto ». 



§ 7. CON(XUSrONK. 

26. La precedente discussione ci ha condotto a precisare alcuni con- 
cetti logici non sutficientemente riconosciuti e talune cautele che il ragiona- 
mento deduttivo richiede. 

Abbiamo visto che è inutile rifarsi, come hanno voluto taluni autori, ad 
una nozione di aggregati ben definiti e non ben delìniti, nozione che d'al- 



(*) Si noti che la corrispondenza fra B e ff può essere la medesima nelle due ipotesi, 
perchè gli a^regati A corrispondenti ad esse sono diversi. 
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tiTjnde abbiamo mostrata insussistente. Ma la sola condizione perchè le de- 
duzioni possano compiersi con esattezza è che accuratamente si distingua 
fra ciò che è idea primitiva e ciò che è idea delinita. L'enunciato del Richard 
ci ha palesato due idee {E ed R) che fungono in esso da idee primitive pur 
avendo l'apparenza di esservi completamente definite. Ora non può certo 
essere argomento di meraviglia che risultino contradittorie idee primitive 
cui si imponga di soddisfare a postulati scelti senza opportune cautele. Quel 
che rendeva ripugnante la contraddizione era l'apparenza che le sole idee 
cui si aveva ricorso per costruirla fossero quelle della logica comune insieme 
con le idee primitive dell'aritmetica; e troppe teorie matematiche erano state 
costruite con esse perchè la conclusione della incompatibilità potesse facil- 
niente accoglierai. 

27. Le altre antinomie ci hanno condotti a precisare un concetto lo- 
gico: noi conosciamo procedimenti mentali per cui dall'idea di un aggregato 
passiamo all'idea di un individuo il quale, insieme alla conoscenza di detto 
procedimento, determina in modo univoco l'aggregato da cui proviene: noi 
li abbiamo chiamati procedimenti univoci di elementazione, e siamo stati con- 
dotti ad affermare che : 

Assegnato un qualsiasi procedimento unirwco di elementazione, esistono 
aggregati cui il procedimento medesimo non si applica: possiamo quindi dire 
che il campo di applicabilità del procediìnenfo assegnato non abbraccia mai 
Ut totalità degli aggregati. 

II hnguaggio comune potrebbe indurci a disconoscere tale proposizione: 
infatti ci pare di riconoscere un procedimento di elementazione nell'opera- 
zione che si rappresenta con «l'idea di»: non è difficile vedere però che 
con queste parole non si rappresenta un'operazione logica determinata, come 
ci hanno mostrato, p. es., le considerazioni del n. 20.e del § 4; qui vo- 
gliamo a^iungere al riguardo alcune altre osservazioni. 

Un'operazione è logicamente determinata quando sono note le proprietà 
del risultato di essa: il contenuto intuitivo di essa è indifferente. Possiamo 
noi dire clie siano determinale le proprietà del risultato dell'operazione 
« l'idea di » applicata a «» aggregato qualsiasi ? Se per es. n è un aggregato 
costituito d'un sol elemento, « l'idea di a » è la stessa cosa che l'individuo a 
o è cosa'diversay È questo il principio d'una serie di indeterminazioni diesi 
dovrebbero risolvere caso per caso: si può tentare una risoluzione generale: 
l'antinomia del Russell mostra che il tentativo deve necessariamente riu- 
scire vano, perchè v'iia contraddizione fra l'essere l'operazione definita o l'es- 
sere applicabile ad ogni 
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D'altronde noi non ragioniamo mai sopra « l'idea di un aggregato • bensì 
sopra « l'astrazione di un aggregato fatta rapporto ad una sua proprietà », 
perchè gli ometti di ogni nostro ragionamento non sono immagini ìdeutifì- 
cabìli per sé, ma imagini indeterminate legate soltanto da mutue dipendenze. 
Cosi nella « classe dei numeri interi » noi non vediamo certo la successione 
dei segni 1, 2,...; ma indifferentemente qualunque complesso di imagini le- 
gate dai postulati fondamentali dell'aritmetica. E di questa * classe dei nu- 
meri interi » noi ci facciamo due idee assolutamente distinte secondochè noi 
consideriamo « l'astrazione della successione dei numeri interi fatta rapjiorto 
all'ordinamento» o « l'astrazione della classe dei numeri interi fatta rapporto 
al riferimento biunivoco». Per vederlo basti osservare che «l'idea» corri- 
spondente alla seconda astrazione deve ammettere come un rappresentante 
* l'a^regato delle frazioni ». È evidente allora che una determinata astra- 
zione non si applica a tutti gli aggregati. — Ogni a^regato ben ordinato che 
non sia l'aggregato totale dei numeri ordinali si può astrarre rispetto all'or- 
dine, come ogni segmento della successione dei numeri interi si può astrarre 
rispetto al numero degli individui, generandosi così l'idea di tipo. — L'ag- 
gregato degli aggregati ben ordinati che non contengono il proprio tipo 
(astrazione rispetto all'ordine o ai numero) è l'aggregato di tutti gli aggre- 
gati ben ordinati fatta eccezione per i segmenti della successione dei numeri 
naturali e per l'aggregato totale dei numeri ordinali: fra questi a^regati ec- 
cezionali i primi contengono il proprio tipo (numero ordinale), l'ultimo non 
ha tipo, e non ha quindi tipo l'aggregato considerato (n. !4). — L'aggregato 
degli aggregati che non contengono se stessi dementati non ha senso pre- 
ciso finché non è definito il procedimento di elementazione: comunque però 
si fissi questo procedimento, esso non si applica all'aggregato medesimo. 

28. Malgrado queste osservazioni, io non posso nascondermi che la 
conclusione enunciata debba trovare qualche ostacolo in ciò che si chiama 
senso comune : nell'abitudine, per esser precisi, a passare sulla questione 
senza analisi e senza attribuire alle parole un senso ben determinato. Mi si 
permetta però un raffronto: appena noi concepiamo una serie ordinata, in cui 
si possa parlare di precedente e di successivo, la mente corre subito all'idea di 
un immediatamente precedente e un immediatamente successivo. — In quanti 
abbozzi grossolani di ragionamenti noi ci facciamo ancora questa illusione 
perchè è comoda all'immaginazione! — La nozione di aggregati ordinati in 
cui queste espressioni non hanno senso {siano del tipo -n dei numeri razio- 
nali, siano del tipo 6 del continuo,...) si è formata solo sotto la pressione 
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Jì necessità logiche e lia dato luogo a lunghe dispute. Ancora oggi, se non 
la rafforziamo con tinuaui onte col tener presente alla mente tali necessità, 
essa tende a sfuggirci, e forse la pretesa cui molti aderiscono che ogni ag- 
gregato sia ben ordinabile non è che il riflesso della vigoria che nel nostro 
pensiero 1'* immediatamente prima» e 1'* immediatamente dopo > conservano 
malgrado ciie la forza stessa dei pensiero abbia loro strappato un certo 
dominio. 

Mi pare che il rapporto fra il principio che ho enunciato e le antinomie 
che tende a risolvere sia bene assimilabile al rapporto fra il concetto della 
successione continua e l'ipotesi dell'ordinamento discreto. 

29. L'idea che, per allontanare le antinomie dalla teoria degli aggre- 
gati, occorra precisare i postulati relativi alla nozione dì aggregato si è già 
presentata a vari autori (Russell, Zehmelo, Konig, Schoenflibs, Poincaré, 
Richard, Bohel,...). Però i procedimenti escogitati tenderebbero presso al- 
cuni — ìa scuola francese, direi — ad escludere dalla matematica i ragiona- 
menti sopra l'infinito: è una strada che non si può seguire senza demolire 
troppe conquiste del pensiero matematico; presso gli altri si è tentato in gene- 
rale di negare il nome di aggregato a certi gruppi, sistemi, classi — che dir 
si voglia — di individui, di negare che ogni proposizione abbia forza di distin- 
guere il tutto in due parti : degli indivìdui per cui la proposizione è vera e 
di quelli per cui la proposizione non è vera — e che (ùascuna di queste parti 
sia una classe. Ma se sono pensabili oggetti che godono e oggetti che non 
godono di queste proprietà (né occorre precisamente che esistano gli uni e 
gli altri), tali esclusioni non possono essere che provvisorie. Ai gruppi, si- 
stemi, classi che non si son voluti chiamare aggreyati bisognerà pur trovare 
un altro nome ; la teoria di quel che si chiamerà allora aggregato non sarà 
che la teoria di quegli « aggregati secondo l'antico vocabolario » i quali go- 
dono di particolari proprietà, ma la difficoltà resterà tutta intera. E quanto 
al dichiarare una proposizione incapace di definire una classe, pare questa 
una lesione troppo forte alla logica comune. 
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Le varietà a curve sezioni ellìttiche. 

{IH Gaetano Scorza, a Palermo.) 



XJe ricerche dei professori Castelnuovo ed Enriques sulle superficie e 
sulle varietà triti imensióiiali a curve sezioni ellittiche facevano prevedere die 
aumentando la dimensione il numero dei casi possibili di varietà a curve se- 
zioni ellittiche dovesse andare diminuendo. 

Questo lavoro conferma appunto una tale previsione, in quanto dimostra 
che, eccettuate le forme cubiche, le quantiche intersezioni di due quadriche 
e le varietà costituite da una oo' ellittica di spazi lineari, non si hanno, al- 
l'infuori dei coni, altre varietà a curve sezioni ellittiche la cui dimensione 
superi 6. 

Più precisamente, riunendo in un enuneiiito unico i risultati di questa 
Memoria con quelli già ottenuti dai professori Castelnuovo ed Enriques, si 
ha il seguente teorema : 

Ogni Vt irriducibile non conica di iSV a curve sezioni ellittiche è: 

a) una oc' ellittica di St_,, oppure 

b) una forma cubica di 8^.,, oppure 

e) è razionale ed è proiezione di una Wl normale non conica di uno 
spazio ffl n + A: ^ 2 dimensioni, con k qunhtni>ie se n =i e con ki^G se ni^9. 
Le W; normali tion conicìie dì iS,^.i_, si riducono poi : 

e*) per (( = 4 e k qualunque alle Wt basi dei fasci di quadriche di S^^, ; 

e") per & = ^ [compreso il caso di » ^ 3 che rientra in b) e di n = 4f 
cite rientra in e')] alle W' di S. {n:^^J) sttidiate dal prof. Del Pezzo e rap- 
presentabili sul piano o mediante il sistema di tutte le cubiche piane per 9 — n 
punti base, o attche, se n = 8, mediante il mstema di tutte le quartiche piane 
con due punti doppi assegnati; 

e") per & = :i erf n >■ 4 alle W, determinate dal prof Enriques, le quali 
danno luogo a sei tipi {generali) diversi, cioè a un tipo pel quale n = 5, tre 
tipi pei quali « = 6 e infine due tipi pei quali si ìia rispettivamente n ^ 7, 8 ; 

e") per A = 4, 5, G ed n = ì>, alla WJ di S, che rappresenta nel solito 
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moflo la varietà delle rette di im S, e alle Wl e Wl che se ne ottengono ta- 
gliandola mediante spazi a H e 7 dimensioni; 

e') per A ^ 4 erf « ^ 6 alla W, (di S,) del prof. Seghe, che rappresenta, 
senza eccezione, le coppie di punti di due piani, e alla W, (di S,) intersezione 
residua di un cono Wl proiettante da un piano una superficie di Veronese e 
di una quadrica cJie passa pel vertice di Wl ed ha comune con esso uno dei 
suoi '»' coni quadrici a quattro dimensioni. 

Particolari più minuti sui vari tipi possibili, come anche le necessarie 
citazioni bibliografiche, si troveranno a suo luogo più innanzi; qui basti aver 
presentato, per comodità del lettore, in rapido quadro riassuntivo, le Aarie 
ricerche che esauriscono ormai la questione della determinazione delle va- 
rietà a curve sezioni ellittiche. 

Aj^iu liberemo soltanto che mediante i risultati di questo lavoro si può 
passare facilmente alla determinazione dei tipi, irriducibili per trasformazioni 
cremoniane, di sistemi lineari (semplici e di grado «>-3) di forme di un S, 
a curve sezioni variabili ellittiche, e che Io studio delle Wi{k^G) mentre 
dà luogo a nuove proprietà, clie pajono interessanti, dello spazio rigato a 
quattro dimensioni, conduce, per ft = 3, a una costruzione diretta di un no- 
tevolissimo gi'uppo oo" di trasformazioni cremoniane incontralo per la prima 
volta dai professori Enriques e Fano. 



Generalità. 

1.** Consideriamo una varietà qualsiasi irriducibile Vi, d'ordine n e di- 
mensione k, appartenente a uno spazio S^, che dagli S^^^^, dello spazio am- 
biente sia tagliata in curve ellittiche. 

Se r>ft+t, proiettando la V; da un S,_t-i generico sopra un 5»+, si 
ottiene in quest'ultimo spazio una V^t, in corrispondenza birazionale con V;, 
che dai piani dello spazio stesso è tagliata in curve eUittiche d'ordine n, 
(juindi : 

Ogni Vi {irriducibile) di S^(r>-fc-|-I) a curve sezioni ellilliche si può 
trasformare biraziontì,hnente in una ipersuperficie V*l di un S^+i a sezioni 
piane eUittiche. 
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2," Ciò posto, sia Vi una forma (o ipersiiperlicie) irriducibile di S,|, 
a sezioni piane ellitUcIte e supponiamo <ti tagliarla con uu piano generico. 
La sezione sarà una curva ellittica d'ordine » e quindi, se n^'.ì, ammetterà 
una curva aggiunta d'ordine « — 3, !f,_,, che non la incontrerà in alcun 
punto fuori dei punti multipli. 

Ora dico che, se Vi non è una oo' ellittica di St_, , al variare del piano 
secante la cur^a <f^_, descrive una *;" sub-ngginnia a Vi, ossia una forma 
d'ordine n — y che nelle varietà multiple di Vi di dimensione k — 1 {e non, 
eventualmente, in quelle di dimensione minore) si comporta come le forme 
aggiunte a V;; inoltre tale 'ij"' non taglia Vi fuori delle varietà multiple. 

Supponiamo che il teorema sia vero per le >';_, di S» e dimostriamolo 
vero anche per le Vi di 5»^., ; dopo ciò, essendo vero per h^% per una 
nota dimostrazione del prof. Castelnuovo (*), sarà vero in generale. 

Per questo si considerino nello spazio ambiente Si^, un Si_, generico 
e il fascio di iperpiani che lo ha per asse. In ognuno degli iperpiani del fa- 
scio la Vi avrà per traccia una Y;,, che non potrà essere una oc' ellittica 
di S,.., e quindi tale y;_, anniietlerà (per ipotesi) una forma sub-aggiunta 
*;:; che non la taglierà fuori delie varietà multiple. Di più le ce' *;i; rela- 
tive agli oo' iperpiani del fascio laglieranno tutte 1" St_i asse del fascio nella 
stessa ♦jrj sub-aggiunta alla V;_, ove l'asse in discorso taglia la data Vi; 
quindi il luogo di quelle «;' *lzf sarà una *;"', purché nessuna di esse si 
spezzi nel considerato Si_, e in una residua *i_, d'ordine n — 4. 

Ma si vede subito clie nelle ipotesi fatte un tal caso non può presen- 
tarsi. Se infatti per un St_, generico dell' Si,., passasse qualche iperpiano 
secante Vi in una Vl_, con una *;zj sub-aggiunta spezzata nell'Si., e in 
una residua ■t>ri', la Vl_y sarebbe tagliata dalla •l>;i; in tutti i punti della sua 
intersezione con l'S».,, e quindi anche in punti esterni alle sue varietà 
multiple di dimensione k — % cioè essa non sarebbe irriducibile. Allora ta- 
gliando Vi con un S, generico si otterrebbe una superhcie V; tale che per 
ogni retta del suo spazio passerebbe qualche piano secante la V; in una 
curva spezzata, cioè Vj sarebbe una rigata oppure la superficie romana di 
Steiner ("•). 



(•) Sulie superficie algebriche le cui sezioni piane sono curve eUitfiche (Rendic. R. Accad. 
dei Lincei, 1." semestre, 1894). 

(••) Castelnuovo, Sulle superficie algebriche che ammeflono un sistema doppiamente infi- 
nito di aeeioni piane riduUibili (Atti della R. Accad. dei Lincei, 1891, 1.° seaiestre). 
AnnaU di MaUmatica, Serie III, Tomo XV. 29 
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, ellifliriie- 



I una curva d'ordine n ellittica e nniìn t'or- 
(IVii'dine « — 'ì; e (juesto l)astit per dinio- 



" . ' ,.o(i(rasla con l'ipotesi clie \'\ non 

'" ni anesto .Ino «IWnu^tìy^ '^.J^^X C-»^^ porte.-ebbe a » = 4 e più pre- 

V-' elliitu-a <li '"'■'■ „,/ezj(HK' <'H li" conoche proietta da un S,., 

';!"J,"„le 1 '-Olii otiorwti /'^'' ''^^^^^ i',p,)(e.-<i (^lie F; sia a <-urve sezioni ellit- 

u>^^'>''>t>'"-'''''^:'Ì,^XIiolbe il l"'«K" 'fi 'l"«"le ^' •*■:-'. è una *:-. 

Urbe, iliii'*!"^ *■■ ',. ... f,,ftrj delie sue varietà multiple, dunque o"ni 

;md.».or.,rva«pKn.n;«f.- 
r«re il teorema eniincrato. 

-i" Consideriamo ora una V; di Sif, a curve sezioni efiittiolie che non 

. jj„^ ^' efiiltica di Si.., e dimostriamo die, se «>:ì, si può sempre co- 

^Ifuire un sistema lineare oc-*'"' di V;-' sub-a^iunte a Vi che ta(.'lÌano su 

i'" fuori delle varietà multiple di dimensione fc — 1 (eventualmente esistenii), 

,,n sistema h'neare oc'+'^' di IT'. 

poiché il teorema è vero per & ^= 2 (nel qual caso, anzi, si riconosce (**) 
-lie per ognuna delle <?„..,, sezioni di V" coi piani dello spazio ambiente, 
passano oo' superfìcie «l'^' sub-atrgiunte a t'"), per dimostrarlo in generale 
basterà far vedere che esso è vero per una Vi di Si^., quando sia vero per 
una Vi-, di .?,., e riguardo a questa sarà inoltre lecito supporre che per 
ogni Vili sub-aggiunta a una sezione iperpiana passino oc' Vjr; sub-ag- 
giunte a V;_| . 

Consideriamo dunque un iS,_, generico di Si,, , la varietà Vl_, secondo 
cui esso taglia V; e una *;;ì sub-af-^iunta a (juesta. Un iperpiauo « che 
passi per r.SV_, taglia Vt in una !';_, che contiene la Vl_,; quindi per la 
*;:; passano 'x;' *;i; sub-aggiunte alla Vl^, e di queste <x>' *;r* una potrà 
essei-e fissata imponendo che essa tocchi in un punto A di t'tzl, eslerno 
alla *"~' sul>aggìunta a Vi un iperpiauo -e condotto coniuncjue per l'Si.j 
tangente in A a *;:', ma che però non contenga l'Si., considerato. Va- 
riando ot intorno airs,_|, la *;:J così fissata descriverà una *r, il cui or- 
dine X non potrà differire da m — 2, perchè (non potendo essere evidente- 
mente inferiore a.n — 2) se fosse maggiore dì h — 2, per qualche posizione 
<ti X la corrispondente *;:* dovrebbe spezzarsi in un St_i e in una residua 
*;_■; passante per A : e questo non può accadere, se, come appunto si è sup- 



(*) EmriquuS, Sui siafenti lineari di superficie alyebrichf ail inlersfsio 
liltkhe (Hath. Annalen, Bd. 46), ii." 9. 
(") Castelnuovo, Ioc. cit. II." 2. 
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posto, A non si trova sulla *;' sub-aggiunta alla V;. La <]>£ che rosi si ot- 
tiene è duncjue una *;' che lungo le varietà multiple di dimensione k — 1 
di VI si comporta come le forme aggiunte; e di tali *p* per ogni *;r; sub- 
aggiunta a una sezione iperpìana di VI ne passano -x», i)erchè la costruzione 
precedente «e fornisce appunto oc' quando si prenda per 5i_, un S»_, del- 
riperpiano consideralo, per *rzj la *;:J secondo cui tale Si._, taglia la <t>tz\ 
in discorso e per iperpiano t uno degli oc' iperpiani passanti per V St_, 
tangente a *;:J in un punto generico A della *;iì. Più di oo' ^-r* per una 
*;:? sub-aggiunta a una sezione iperpiana non possono passare, perchè di 
esse una sola si spezza nell'iperpiauo della sezione e in una residua *r' 
sub-aggiunta, dunque le *!"* sub-aggiunte a V"; saranno ■X)*^■' se oo^ sono 
le *;zj snb-aggiuiite a una V"r_, . Ma per ipotesi queste sono ce"''' ', dunque 
le *;■' formano un sistema lineare oo"*' ' ed è chiaro che esse tagliano 
sulla F; un sistema lineare 00"+' ' di V;.,, poiché w è il numero dei punti 
in cui si tagliano fuori dei punti multipli una curva piana ellittica d'ordine n 
e una sua curva aggiunta d'ordine h — 2, 

4." 11 sistema lineare di Vi., tagliato sulla Vi (»>3) dalle forme sul)- 
aggiunte di ordine » — 2 è un sistema che contiene le sezioni iperpiane di 
Vi, dunque è semplice e di grado n e può servire a trasformare bìrazio- 
nalniente la Vj in una Wl normale di uno spazio a n + h — 2 dimensioni, 
di cui la Vi può pensarsi (a meno di una trasformazione oniogralica) come 
proiezione. 

Ora si osservi in primo luogo che se ir; è la varietà normale di 5'„^.^_J 
da cui può dedui-si per proiezione la Vi di St+, ottenuta proiettando sopra 
V S^., da punti esterni una V*; di &V, il sistema lineare completo che con- 
tiene le sezioni iperpiane di V*l si muta nel sistema lineare completo che 
contiene le sezioni iperpiane di Vj, cioè in quello delle sezioni iperpiane 
di Wl; quindi V*t può pensarsi anch'essa come proiezione della WZ da punti 
esterni. In secondo luogo è chiaro che la IF; normale di S.ft.j, essendo ta- 
gliata da un iS, in una 7;, per una osservazione del prof. Enbiquks (•), con- 
terrà sempre una curva razionale normale irriducibile d'ordine » — 3 0, se 
« = 8, d'ordine n — 4; ed è pur chiaro che dallo spazio di una tal curva 
la IF; sì proietta biunivocamente sopra un S^ o sopra una quadrica dì Si+i . 
Itifatti se la IF; contiene una curva razionale normale d'ordine n— H, un S, 
che passi per l'S.^, di ([uesta curva taglia Wl in una F^ che può proiet- 

(•) Enriques, loc. cit. al n." 2 di questo lavoro. 
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tarsi dall' S,,, biunivoca niente sopra un piano e se la W; contiene una cuira 
razionale normale d'ordine n — 4 un S„ che passi per lo spazio S,_^ di questa 
taglia Wt in una V; che dall' §„_, stesso viene proiettata biunivoca mente 
sopra una quadrica. 

Possiamo pertanto enunciare il teorema : 

Una Vi <ii S, a curve sezioni ellittiche a è una oc' ellittica di S,., o, se 
non è una forma cubica (•), è raziomtle. In quest'ultimo caso può pensarsi 
come proiezione da punti esterni di una V"" nortnale di S,+i_, a curve sezioni 
ellittiche noriìtali. 

5." Col prof. EsHiQUBs distinguiamo in specie le F;(tt>3) normali di 
5.+i_i chiamando della 1." specie quelle die contengono delle curve razionali 
normali d'ordine » — 3 e della 2." specie quelle che contengono soltanto delle 
curve razionali normali d'ordine n—i e clic «juindi sono dell'ordine » = 8. 

Dimostreremo più innauzi che quelle di 2." specie per A;>3 sono tutte 
dei coni, quindi per il momento rivolgeremo la nostra attenzione alle Vi di 
1." specie. 

6." Sia Vi una varietà di 1.'' specie e sia C"~' una sua curva razio- 
nale normale il'ordine » — 3. Se dall' 5._,, a, che contiene la C'~' si pro- 
ietta ia V": sopra un St, la proiezione risulta, come già si è detto, biunivoca, 
le V; sezioni della Vt con gli 5„ passanti per « si proiettano nei piani di S^ 
e le sezioni di VI con gli iperpiani per a si proiettano negli iperpiani di S». 

Invece un iperpiano generico taglia V; in una F;_, che ha soltanto » — 3 
punti comuni con la C"~' di a, quindi tale V";_, si proietta in una forma 
cubica di Sv, e si ha il teorema: 

Ogni Vt normale di 1." specie si può rappresentare punto per punto sopra 
un Si per modo che le sezioni iperpiane abbiano per immagini le forme cu- 
biche di un »iatetìia lineare completo. Fra queste forme ve ne sono e»* spezzate 
in un iperpiano qualunque delV S/, e in una quadrica fissa Vl_t . 

Alla quadrica Vl_, che compare in questo enunciato si può pervenire 
anche in altra maniera. 

Essa è infatti la varietà dei punti dell' S^ rappresentativo che corrispon- 
dono ai punti di Vi infinitamente vicini ai punti della C"~' contenuta in «; 
quindi può riguardarsi come il luogo degli oo' spazi lineari di St i cui punti 
corrispondono alle direzioni delle tangenti a V; uscenti dai punti della C"'. 



(*) Notisi che Be una V^» è a curve sezioni ellittiche essa appartiene necessariamente a 
un S*+, , cioè è una forma cubica. 
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Ora le tangenti di F7 uscenti da un punto di C""' riempiono un Si ohe ha 
in comune una retta (cioè la tangente a C" in quel punto) con a, dunque 
esse sono proiettate da a secondo spazi a » — 2 dimensioni situati in un 
5^-fi -I e che pertanto tagliano lo spazio rappresentativo S\ nei punti di un 
&'*_,. Segue da ciò che la quadrica Vl_, contiene oo' 6V_i e quindi essa è 
specializzata almeno ft— 3 volte e ammetterà almeno un 8,,-^ doppio. 

Se supponiamo che Vl_, sia irriducibile (e, in generale, questo appunto 
accade) e che essa ammetta un Si_, doppio ma non uno spazio doppio di 
dimensione superiore, essa conterrà una seconda serie oc' di Si_, e questi &'i^,, 
come vedremo, avranno nella rappresentazione della V" ufficio ben diverso 
dai precedenti. Risulterà anche dal seguito che mentre per » = 4, ó lo spazio 
doppio della Vl_i è realmente un Si_,, in altri casi la dimensione dello 
spazio doppio aumenta. 

7." Due forme cubiche del sistema rappresentativo di una Vi di 1.* specie 
si tagliano in una F^., immagine della Vt ,, sezione di Y; con un S,(.i_,;ma 
tale immagine si ottiene mediante una proiezione da «, dunque quelle due 
forme cubiche debbono tagliarsi fuori della varietà base del sistema, in una 
varietà d'ordine », e la varietà base è una Vlz' dell'ordine 9 — » (donde 
segue che deve essere h^Q). Questa Vl'"^ è naturalmente situata sulla qua- 
drica Vl_, che insieme con gli iperpiani di St dà ao* forme cubiche del si- 
stema rappresentativo, e, come risulterà dall'esame dei singoli casi partico- 
lari, passa per lo spazio dopjìio di VL.. 

Riassumendo possiamo dire : 

Proiettando un VZ di 1." specie dall' S._, di una stia C"~' razionale nor- 
male sopra un S^ si ottiene una rappresentazione biunivoca di V~ sopra 
qtiesto Si . Le sezioni iperpiane di Vi si proiettano ìielle forme cttbiche di un 
sisietna lineare completo avente per varietà base «w« Vlz.", sititata sopra una 
Vl_, con un Si {&^h — 4) doppio, e la F*;" passa per questo Ss . 

8." Nei numeri successivi enumereremo i vari tipi possibili di V" cor- 
rispondenti alle varie ipotesi che possono farsi sui valori di k ed », ma è 
bene osservare fin d'ora che per «^4 si hanno delle Vt di dimensione k 
elevata quanto si vuole. 

Infatti, per un teorema del prof. Enhiques (*), esse si trovano, come la 
loro curva sezione (spaziale) generica, sopra -X)' quadriclie e quindi sono le 



(*) Enriques, Sui sislemi lineari di superficie alyebricìie le cui inlerseziotii variabili s 
atrve ellittiche (Rendic. della R. Accad. dei Lincei, 1894, 1." sem.), n." 3 in nota. 
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quatticlie base <ii fasci di quadriche. Allora la rappresentazione che se ne 
può ottenere «opra una Si proiettandole da una loro retta è quella che è stala 
già studiata dal prof. Rosati in un suo lavoro dì qualche anno fa (•). Essa 
comprende come caso particolare una notissima rappresentazione delle rette 
di mi complesso quadratico sui punti dello spazio ordinario. 



§11. 

Le r; NORMALI A CURVK SEZIONI ELLITTICHE. 

9." Le V, normali a curve sezioni ellittiche sono state già enumerate 
da! prof. Enriques in un lavoro citato; qui non si riprendono che per asse- 
gnarne delle costruzioni e dimostrarne alcune nuove proprietà proiettive. 

11 prof. Enriques distingue, come già si è detto, le V, a curve sezioni 
eltittiche in due specie; se immaginiamo di considerare soltanto le V, nor- 
mali che non sono coni, lo F, di 1." specie sono: 

a) la Vi di S, rappresentata nello spazio ordinario dal sistema oo' delle 
superficie cubiche che passano per una quartica di 2." specie (clie può de- 
generare, sotto la condizione di mantenersi di 2." specie); 

6) la VI di S^ rappresentahi nello spazio ordinario dal sistema ao' delle 
superficie cubiche che passano per tre rette a due a due sghemhe; 

e) la V] di S^ rappresentala nello spazio ordinario dal sistema ^ delle 
superficie cubiche che passano por una cubica gobba (che può degenerare) 
e hanno in un suo jmnto lisso un punto doppio; 

(l) la Vt di S, rappresentata nello spazio ordinario dal sistema ex' delle 
superlìcie cubiche che passano per una cubica piana con un punto doppio 
ed hanno in questo punto un punto doppio biplanare con un piano oscu- 
latore fisso; 

e) la V] di S» rappresenUita nello spazio ordinario dal sistema oc* delle 
quadriche che passano per un punto. 

La varietà e) si ottiene, per proiezione da un suo |)unto, dalla VI di S, 
rappresentata nello spazio ordinario dal sistema di tutte le quadriche e que- 
sta V; è l'unica V, di 2."' specie che non sia un cono. 



(*) Rappresentatione della quarliea, etc. (Annali di Mal., t (3) 1 



db, Google 



Scorza: Le varietà a curve sezioni ellittiche. 



Questa VJ dì S, è caso particolare della Vf di '^,^,jj, rappresentala 

punto per punto suU'S, così die le sezioni iperpiaue abl)Ìano per ìmiuagìnì 
le ({uadriciie di S„ varietà clie, per una ragione ovvia, proporrei di chiamare 
varietà di Veronene. Per alcune questioni lo studio delle varietà di Veronese 
non presenta alcuna dilficottà e basta tener presenti i notissimi lavori dei 
pi off. Veronese e Secihe sulla superiicie di Veronese e la Nota del prof. Segre 
su « gli ordini delle varietà che aiiHìillano i determinanti dei diversi gradi 
estratti da una data matrice» {*) per risolverle immediatamente. Perciò credo 
inutile trattenermi qui sulla Vi di S,, una cui proprietà notevole e non im- 
mediata estensione ili proprietà analoga per la superficie di Veronese si trova 
in una mia Nota recente (**). 

IO." Volendo considerare un po' da vicino le proprietà della l'i; dì S, 
del caso a), chiamiamo (in questo n." e nei successivi) K la quartica di 2.* 
specie base del sistema rappresentativo dì superlicie cubiche L e Q la qua- 
drica che la contiene. 

Le corde di K sono tagliate dalle superficie L in un sol punto variabile, 
quindi rappresentano rette della varietà obbiettiva. Poiché questa osserva- 
zione può senz'altro invertiisì e poiché 3 è il numero dei punti doppi ap- 
parenti di una quartica di 2." specie, abbiamo: 

La Vi contiene oc" rette; per ogni nuo punto ne passano, in generale, tre. 

Un iperpiaiio qualunque taglia VI in un VI razionale normale, rappresen- 
tala su un piano mediante il sistema lineare ac' delle cubiche passanti per 
quattro punti, dunque, rammeulaudo una nota proprietà di questa superficie: 

Ogni iperpiano contiene 10 rette del sistema costituito dalle rette di Vi o 
ne contiene infinite. 

Per brevità chiameremo A il sistema d'ordine 3 e classe IO costituito da 
queste rette. 

li." Le rette delle due schiere rigate della quadrica Q secano K, quelle 
di una schiera in tre punti, quelle dell'altra in un punto solo. 

Ora la rappresentazione della V\ sullo spazio ordinario si ottiene per 
proiezione dal piano di una sua conica C*, da ogni punto della quale escono 
tre rette di A contenute nello S, ivi tangente alla Vi, dunque: 

Le rette di Q, ciascuna- delle quali rappresenta i punii di VI infinitamente 

(•) Bendic. della B. Aeceul. dei Lincei, 1900, 2." sem. 
(**| Scorza, DeleitHimuiotte delle varietà a tre dimensioni di •%■ (r ^ 7) *' etti S, tangenti 
ai laytianQ a due a due (Rendic. Gire. Mal. di Palermo, XXV, t9l>8). 
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vicini a uno dei punti della conica C, sono date dalle trixecanti di K e ogni 
punto di K rappresenta lutti i punti di una retta di VI. 

1(2." Per precisare ancora meglio questi teoremi, osserviamo che la VJ 
contiene un sistema oc' di coniclie tale che per una coppia di punti gene- 
rici della VI passa una conica ed una sola. 

Questa osservazione può giustificarsi in varia maniera. Può dirsi, per es., 
che se è un punto generico dello spazio ambiente, ogni iperpiano per 
taglia la VI in una Vt dotata di un sol punto doppio apparente (•), quindi 
le oc' corde di VI die passano per stanno in un piano w, e la V^, con- 
tiene oo' cur%'e disposte in piani di cui ne passa uno ed uno solo per ogni 
punto dello spazio ambiente. Ma allora queste oo' curve sono necessaria- 
mente coniche (in caso contrario ogni corda di FJ sarebbe almeno una 
trisecante) e per una coppia di punti generici delta l'J non ne passerà che 
una sola. 

Si deduce incidentalmente di qui un teorema noto, del quale del resto 
avremmo potuto servirci per dimostrare l'esistenza su VI di un sistema so' di 
coniche. Si vede subito infatti che le oo' coniche in discorso sono rappresen- 
tate nello spazio ordinario dalle oo' coniche quadrisecanti K e quindi : 

Per due punti generici dello spazio di una quartica di 2.' sjtecie passò 
una ed una sola conica quadrisecante la quarUea[**). 

13," Ciò posto si può supporre che la conica C sia una qualunque 
delle <x>' coniche della V'i; d'altra jìarle gli S, che proiettano dal piano di C" 
gli S, tangenti alla V\ nei punti di C costituiscono un ctmo quadrico che 
ha per traccia sullo spazio ordinario rappresentativo la quadrica Q, dunque: 

Gli S, tangenti alla VI nei punti di una sua conica sono proiettati dal 
piano di questa secondo, gli S, di una schiera di un cono quadrico avente per 
vertice quel piano. 

Le tracce sullo spazio rappresentili ivo degli S, di cui si parla in questo 
enunciato, quando ci si riferisca alla conica C'*, sono le trisecanti di K; le 
tracce degli S, dell'altra scliiera appartenente al cono quadrico sono le ge- 



(") Sevrrt, Intorno ai punti doppi impropri di una superficie sftnerale dello spnrio n 
quattro dimensioni, e a' suoi punti tripli apparenti (Hendic. del Circolo Hat. di Palermo, 
t. XV). n." 9. 

(*") Teorema del prof. Montebano, cfr. Sa i vari tipi dì conyruense lineari di coniche 
dello sposto (Rendic. della R. Accad. di Scienza- fìs. e mal. di Napoli, 18^; Nota II). Vedi 
anche per l'inversione di queslo teorema; Berzolari, Suile coniche appoggiate in piit punti 
a date curve algebriche (Readic. del R. Ist. Lombardo, voi. XXXIll, 1900), nota I, a." 11. 
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neratrici di Q unisecanti K, quindi tali 5, tagliano la V] in una curva del 
ó." ordine che si spezza in una conica contata due volte e in una retta 
residua. 

Il cono quadrico in discorso contiene poi la rigata delle rette di A 
uscenti dai punti della conica; d'altra parte esso taglia la VI in una VJ", 
dunque: 

La rigata costiluita dalle reite di A «scendi dai ptmti di una conica della V; 
è una rigata (razionale, perchè in corrispondensa biunivoca con K) del 10° or- 
dine avente nella conica una direttrice tripla. 

È utile osservare che l'ordine di questa rigata poteva esser calcolato di- 
versamente: bastava considerare perciò o che un iperpiano per una conica 
della V; taglia la VJ in una Vi per la conica con quattro rette appoggiate 
ad essa, oppure die una S^ generico taglia la VI in una curva dei 5.** ordine 
rappresentata dalla ulteriore intersezione di due superficie cubiche passanti 
per K, e che tale intersezione è dei ò.° ordine e del genere 1, per modo da 
avere IO punti a comune con A (*). 

14." Se chiamiamo rigate b ie rigate costituite dalle rette dì A uscenti 
dai punti delle oo' coniche della Vj, si ha subito che: 

Le rigate costituiscono nella varietà oc' delle rette di A (varietà razio- 
nale perchè in corrispondema biunivoca colle coppie di punti di K) un si- 
stema limare oo*. 

Infatti siano a, 6, e, d quattro rette generiche dì V\. Le prime tre o, h, e 
sono congiunte da un Si che taglia la V; in una V\ razionale normale con- 
tenente le tre lette o, 6, e e secante la retta d in un punto D. 

Questa V\ contiene un solo fascio di coniche che siano appoggiate ad 
a, 6, e e di questo fascio una conica passa per D, dunque la sola rigata fl 
che ha questa conica per direttrice tripla passa per ie quattro rette a, b, e, d. 

Guardando allo spazio rappresentativo si ricava incidentalmente il 
teorema: 

Data una quartica di 2." specie e quattro sue corde generiche esiste una 
ed una sola conica che si appoggi alle quattro corde e tagli la quartica in 
quattro putdi. 

11 grado del sistema lineare costituito dalie rigate 6 entro la varietà delle 
rette di A si caicoia con tutta facilità. 

(■) Per la notissima formula (di Noctheb) che dà il genere (virtuale) di una curva 
spesata. 

AnncUi di UaUmaliea, Serie III. Tomo XV. 30 
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Si osservi per questo che, se ft, e ft, sono due coniche generiche di VI, 
l'iperpiano che le contiene sega la FJ in una Vi su cui k, e k, {non avendo 
alcun punto comune) appartengono a uno stesso dei cinque fasci di coniche 
in essa contenuti {*). Dunque vi sono quattro rette di A appoggiate a ft, e ft, , 
cioè te due rigate tì aventi k, e k, per direttrici triple hanno quattro gene- 
ratrici in comune e Ìl grado richiesto è 4. 

!5." Insieme con le rigate f) giova considerare entro la varietà A le 
rigate 9,, ciascuna delle quali è costituita dalle oc' coppie di rette di A che 
escono dai punti di una retta della 7^ Una rigata 9, è rappresentata dalle 
corde di K appoggiate a una sua corda fissa e queste costituiscono una ri- 
gala cubica passante per K, dunque ia rigata obbiettiva costituisce una se- 
zione iperpiana della VI ed è una V; razionale (uoniiale in un S,) dotata di 
una retta direttrice doppia. 

Si ricava di qui che: 

Per ogni retta della VI passa un iperplano cìte la tocca in tutti i punti 
della retta stessa. 

Una rigata razionale VI di Ss che abbia una retta direttrice doppia è 
proiezione di una VI di S^ da un punto del piano di una sua conica diret- 
trice, dunque sulla direttrice doppia vi sono due punti uniplanari. 

A due corde generiche dì K si appoggia sempre una ed una sola corda 
della curva stessa (due gì in un ente razionale hanno sempre una coppia 
comune), dunque: 

Entro A te rigate 9, costituiscono una rete omaloidica. 

Infine poiché una conica e una retta generiche della V\ sono congiunte 
da un S, che taglia la Vi in due rette ulteriori appoggiate ad esse, od anche, 
poiché due rigate 8, corrispondenti a rette incidenti della Vi possono con- 
siderarsi come costituenti insieme una rigata 0, si conclude che: 

Una rigata f) e una rigaia 6, hanno in generale due rette in comune. 
16." I teoremi precedenti danno luogo a una importante deduzione 
relativamente alla VI. 

Infatti si immagini di riferire proiettivamente le rigate 6 agli iperpiani 
di un St'. le rette del sistema A verranno mutate nei punti di una superficie 
del 4.** ordine di S,, la quale conterrà oo'. coniche, corrispondentemente alle 
rigate S, di A, dunque questa superficie, che chiameremo Fj, sarà proiezione 
da un punto esterno di una superficie di Veronese. 



(•) Cfr. Caporali, Stttla superficie del quinto orifitie tlotnia di una curva doppia del quinto 
ordine (Memorie di Geometria, Napoli, Pellerano, 1888). 
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Ora si osservi che le tre rette di A uscenti da un punto della V; im- 
pongono due soie condizioni a una rigata 8 che debba contenerle, quindi i 
tre punti di FJ che le rappresentano impongono due sole condizioni agli iper- 
piani che debbono contenerli, ossia sono allineati. Ne segue cìie, come le 
rette di A vengono riferite biunivocamente ai punti di FJ, così i punti della VI 
vengono riferiti biunivocamente alle sue trisecanti. Ma le trisecanti della Fi 
costituiscono il sistema oc' di rette comuni a tre (e quindi a una rete di) 
complessi lineari in S, (*), dunque : 

/ punti della V\ possono rappresentarsi Hunivocaiaente sul sistenui co' delle 
rette cotnuni a tre complessi lineari di uno spazio a quattro dimensioni. 

17° Per approfondire ancora lo studio delle proprietà della VI, ram- 
mentiamo che in una Fj di S, con co' coniche {come del resto si verifica 
subito o direttamente o ricorrendo alla rappresentazione della Fi mediante 
un sistema lineare oc' di coniche), il piano di una conica taglia ulteriormente 
la Fj in un punto, centro del fascio delle oo' trisecanti della superficie situate 
in quel piano, e che il luogo dei punti di contatto delle tangenti condotte 
ad una conica dal punto in cui il suo piano taglia ulteriormente la Fi è una 
curva del quart'ordine C* razionale normale. Questa G* è anche il luogo dei 
punti della Fi per i quali le co' trisecanti riduconsi a'cx)' tangenti-secanti e 
infine il piano tangente alla Fi in un punto della C* è osculatore a questa 
ultima (*•). 

Le trisecanti di FJ che sono delle tangenti-secanti corrispondono, nel 
modo che si è detto precedentemente, ai punti della V"; da cui escono due, 
anzi che tre rette di A, e poiché tali trisecanti si distribuiscono in oo' fasci 
coi centri nei punti di C*, così questi punti della VI si distribuiranno sopra 
oo' rette costituenti una rigata (***), la rigata ♦ di A che corrisponde ai punti 
della Unea C di Fi. 

Se A è una generatrice di 4>, da ogni punto di h esce una sola ulteriore 



(*) Castelnuovo, Ricerche di Geometria della retta nello spazio a qwtttro dimensioni 
(Atti del R. Ist. Veneto di scienze, lettere ed arti, serie VII, t. II), n.i 7, 8. 

(**) Cfr. Sbore, SuUe varietà cubiche, etc. (Memorie della R. Accad. delle Scienze di 
Torino, 18SS) n.i43e44; od anche: Bertini, Inlrod^t^ione alla geom. proiettiva degli iperspazi 
(Pisa, Spoerri, 1907), pp. 347-8. 

(***) In generale i punti di una retta di A corrispondono alle trisecanti di Fi del fascio 
avente il centro in un suo punto. I punti di appoggio di queste trisecanti sulla Fi fuori del 
centro del fascio stanno poi sulla conica che rappresenta la rigata #| avente quella retta per 
direttrice doppia. 
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retta di A, come dal corrispondente punto H dì FI (e C) escono soltanto 
delle tangenti-secanti di Fj: e come da H esce una retta (la tangente alla 
conica situata nel piano ivi tangente alla Ft, ossia la tangente a C) che ha 
un contatto tripunto in J{ con Fj, cosi vi è su ft un punto dal quale non 
escono ulteriori rette dì A- 

Se diciamo f^ la curva di * luogo dei punti di VJ da cui esce una sola 
retta di A, per cercare l'ordine di ^ converrà osservare che le sezioni iper- 
piane di VI corrispondono, nella rappresentazione dei punti di questa varietà 
sulle trisecanti di FI, alle congruenze staccate sulla varietà delle trisecanti 
di Pj dai complessi lineari dell'S, cui appartiene la FJ. 

Infatti una tale congruenza è ad es. quella delle trisecanti uscenti dai 
punti di una conica di FJ che sono (si vede subito) tutte e sole le trisecanti 
della FJ appoggiate al piano della conica, e quindi appartenenti al com- 
plesso lineare speciale che ha un tal piano per asse, e, per quanto è stato 
detto, atte rette di questa congruenza corrispondono i punti di V"; situati 
sulle rette di una rigata 0,, ossia di una certa sezione iperpiana di VJ. 

E allora poiché i punti dì 9 corrispondono alle tangenti di C\ l'ordine 
di 9 uguaglierà il numero delle tangenti di C appartenenti a un complesso 
lineare, o, in particolare, al numero delle tangenti di C* apponiate a un S, 
generico dell' S, che la contiene. Tale numero è 6, dunque 9 è una sestica 
razionale normale, perchè come le tangenti dì C* non appartengono ad uno 
stesso complesso lineare, cosi f non è contenuta in un S^. 

Si osservi che per trovare ì punti di contatto delle 6 tangenti di C* ap- 
partenenti a un dato complesso hneare basta, per es., costruire le coinci- 
denze della corrispondenza simmetrica (3, 3) che si ottiene sulla C chia- 
mando omologhi due punti X ed X' quando X' sta nell'S, che contiene le 
rette del complesso uscenti da X. Ne segue che se sì considera un complesso 
lineare il quale contenga tutte le rette del fascio avente il centro nel punto H 
e situato nel piano ivi tangente ad Fj, essendo questo piano osculatore a C, 
due coincidenze della corrispondenza (3, 3) in discorso cadono in H, poiché H 
coincide con due dei punti ad esso omologhi (*). Ma alla congruenza che un 
tal complesso lineare stacca dalla varietà delle trisecanti di FJ corrisponde 
sulla Vi una sezione iperpiana passante per h, dunque un iperpiano che 
passi per h ha un contatto bipunto con <p nel punto che questa curva ha a 
comune con fe, ossia A è tangente a 9 e * è la rigata (sviluppabile) delle rette 
tangenti a f. 



{*) Vedi Bertini, luUfHlitiioue, eie, pog. 205. 
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Di qui segue che * è del 10« ordine e costituisce la completa interse- 
zione della. VI con la quadrica v rispetto alla quale ogni punto di 9 ha per 
iperpiano polare l'iperpiano in esso osculatore a y. 

18.* Fra le trisecanti di Ft appoggiate a una sua conica generica due 
sole sono tangenti a C\ poiché se una tangente a di C si appoggia alla co- 
nica cxinsiderata, tale tangente dovendo avere un contatto tripunto con Fi in 
un punto appartenente alla conica sarà una delle due rette tangenti a C 
nei punti ove essa taglia il piano della conica. 

Che se poi la conica in discorso è, per es., quella che sta nel piano 
tangente a Fi nel punto ff, allora l'unica tangente di C appoggiata ad essa 
è quella che tocca C nel punto H. 

Si conclude che gli iperpiani contenenti le rigate 6, che hanno per diret- 
trici doppie le rette di A appoggiate ad ft hanno tutte un contatto tripunto 
con la curva 9 nel punto che essa ha a comune con ft, mentre la rigata 9, 
costituita dalle rette di A che escono dai punti di ft è la sezione di Vi con 
l'iperpiano osculatore a 9 in quel punto stesso. 

Ciò posto, sia rf una retta qualunque della Vi e siano ft ed t le due ge- 
neratrici di * appoggiate a rf. Se H' ed 7' sono Ì punti ove ft ed * toccano ip, 
gli iperpiani osculatori a. f in H' ed 7' passano per d, quindi gii iperpiani 
polari dei punti dh e di rispetto a 9 passano per H' ed 7' e, precisamente, 
il primo passerà semplicemente per I' mentre avrà con <f un contatto 5-punto 
in 77' (•) e il secondo passerà semplicemente per 77' mentre avrà con <fi un 
contatto 5-punto in 7', 

Ne segue che l'involuzione I*, del G.° ordine e di 1.* specie tagliata su 9 
dagli iperpiani polari dei punti di d avrà per equazione sull'ente razionate f 

X, oj, (ft, asj + ft, ic;) = 

se i punti fondamentali a;, = e asj ^ sono H' ed 7' e quindi ogni gruppo 
della 7t sarà una sestica ottaedriea, cioè una seslica binaria costituita da tre 
coppie separantisi a due a due armonicamente. 

Deduciamo di qui che: 

La Vi di St » curve sezioni ellittiche è il luogo dei punti i cai iperpiani 
polari risftetlo a una curva del 6° ordine razionale normale f tagliano la curva 
slessa in una sestica binaria ottaedriea. 



C) Si ricordi che nella polarità tn<jìviduata dalla curva f nello S, una retta tangente 
1 r ha per S^ polare VS^ osculatore a f nel suo punto di coutatto. 
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Le oo' collineazioni che mutano in sé la curva 9 mutano pure in sé 
la Vi e viceversa; quindi: 

La Vi ammette un gruppo 00' di trasformazioni omografiche in sé. 

Questo gruppo si rifletttì nello Sj rappresentativo in un gruppo 00' di 
trasformazioni cremoniane che in una ricerca dei proff. Enriques e Fano si 
è presentato come uno dei poclii tipi di gruppi imprimitivi irriducibili {per 
ti"asformazioni cremoniane) a grappi di Jonquièbes generalizzati (•). 

19. Abbiamo osservato che una rigata 61 ha per immagine nell'S, rap- 
presentativo della VI la rigata di 3." grado costituita dalle corde di K ap- 
poniate a una sua corda fissa. Finché questa corda è generica la rigata di 
3." grado ad essa relativa ha in essa soltanto la direttrice doppia, ma se la 
eorda considerata 6 é immagine di una retta di A appartenente a *, da ogni 
punto della corda deve partire soltanto una corda ulteriore di ^e deve esi- 
stere su 6 un punto pel quale 6 sia l'unica corda di K passante per esso; 
quindi 6 deve essere la retta congiungente i punti di contatto di un piano 
bitangente a ff e la rigata relativa a & deve risultare una rigata di Cayley. 

Ora * essendo situata sulla quadrica V ha in comune quattro punti con 
(ogni conica e quindi con) la conica di cui si fa la proiezione, dunque l'im- 
magine di * è una rigata sviluppabile razionale del 6." grado. 

Questo, poiché é chiaro che l'immagine di 4> è la sviluppabile bitangente 
a K, collima col fatto noto che la sviluppabile bitangente di ^ é del 6." or- 
dine e della 4.* classe. Il suo spigolo di regresso è poi una sestica gobba 
razionale C, proiezione della sestica normale f. 

Come il gruppo delle trasformazioni proiettive della Vi in sé é determi- 
nato dalla curva 9, cosi il gruppo delle trasformazioni cremoniane ad esso 
corrispondente nello spazio rappresentativo si può costruire partendo dalla 
sestica C. 

Si osservi dapprima che i punti in cui una retta d di A incontra la ri- 
gata 't hanno per immagini i due punti uniplanari della rigata gobba di 
3." grado contenente K e avente per direttrice doppia l'immagine <f di d, ossìa 
le intersezioni di d' con la sviluppabile bitangente di K non situate sulla 



(*) F. BNBlQtTBS e G. Fano, Sui grappi continui di trasformasioni eretwmiane dèlio sposto 
(Annali di Matematica, 1897), n.° 26. In questo lavoro le equazioni della V\ vengono scritte 
utilizzando la teoria delle forme binarie, ma alle stesse equazioni si arriva anche tenendo 
conto del teorema da noi dimostrato che la Vi può rappresentarsi sulla varietà delle rette 
comuni a tre complessi lineari di S^. 
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curva K. Le due tangenti di C° passanti poi per questi punti vanno a toc- 
care C nei punti immagini di quelli che 9 ha sulle rette di * tagliate da d. 

La definizione di Vi assegnata nel numero precedente dà allora il teorema: 

Se per un punto qualunque dello spazio (ordinario) contenente K si con- 
ducono le tre corde che vi passano, e poi si costruiscono sullo spigolo di re- 
gresso G* della sviluppaìnle bitangenie i punti di contatto delle tangenti di G* 
che si appoggiano a quelle corde fuori di E, si ottengono sopra C tre coppie 
di punti che ai separano armonicamente dite a due. 

Allora le 00' trasformazioni cremoniane in discorso si ottengono stabi- 
lendo che per ogni trasformazione proiettiva della C" in sé stessa si dicano 
omologhi i due punti X ed X' dello spazio che danno luogo su C* a due 
sestiche binarie ottaedriche corrispondenti nella data proiettività. 

20." Passiamo ora alla considerazione della V, di S^ a curve sezioni 
ellittiche rappresentata dalle superfìcie cubiche L passanti per tre rette a,, 
a,, a, sghembe fra di loro a due a due. La quadrica Q che passa per a, , a, , a, 
è la quadrica fondamentale dello spazio rappresentativo che corrisponde ai 
punti di V] infinitamente vicini alla cubica gobba C di VJ da cui si fa la 
proiezione. 

Si riconosce subilo che la V, contiene tre sistemi di rette 00' tali che 
per ogni punto della VI passa una retta per ogni sistema; tali rette hanno 
per immagini quelle delle tre congruenze lineari aventi per direttrici (a, , a,), 
(oj, a,), (»,, a,). Poi, siccome ogni superfìcie cubica L passante per a,, a,, a, 
contiene due rette appoggiate a due di queste tre e non alla terza, cosi quei 
tre sistemi cx>* di rette sono ciascuno della 2.* classe. 

Un piano dello spazio rappresentativo che passi, per es., per a,, taglia 
le superficie cubiche L fuori di a, in coniche residue passanti per i punti 
ove esso incontra le rette a,, a,; quindi è immagine di una quadrica VI di VI. 
RisiUta cosi che la V; contiene tre fasci di quadriche corrispondentemente 
ai tre fasci di piani a,, a,, a,. 

Le quadriche passanti, per es., per a,, a,, poiché con ogni piano passante 
per a, costituiscono una superficie i,' rappresenteranno le sezioni residue 
della VI con gli iperpiani passanti per le quadriche del fascio corrispondente 
a quello dei piani per a,; quindi si avranno sopra V, tre sistemi tx' di Vi 
razionali normali (rigate). Ognuno di questi sistemi è residuo di uno dei tre 
precedenti fasci di quadriche rispetto a quello delle sezioni iperpianc. 

Le rette dei tre sistemi di VI uscenti dai punti della G' da cui si fa la 
proiezione costituiscono tre rigate distinte razionali normali appartenenti ai 
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tre sistemi ora considerati; ma ai punti di una generatrice di una di esse 
non corrisponde nello spazio rappresentativo che un unico punto di una delle 
tre rette a,, a*, a,. 

Per fissare le idee chiamiamo A, , A., , A, i tre sistemi di rette di VJ rap- 
presentati dalle coi^uenze lineari {a,, a,), («,, a,), {o,, a,); *,, *,, *, i tre 
fasci di quadriche rappresentate dai piani per a,, a,, a, e infine T,, f,, v, i 
tre sistemi lineari oc' di Vi corrispondente alle rigate quadriche contenute 
nelle congruenze (a,, a,), (a,, a,), (a,, Oi) rispettivamente. 

Allora si vede subito che le r^ate V, sono formate con le rette del si- 
stema A,,, mentre le due schiere di rette di una quadrica «, appartengono 
l'uno al sistema A., l'altra al sistema Ai, se i, h, k costituiscono una per- 
mutazione qualsiasi dei numeri 1, 9, 3. 

Una quadrica *, e una rigata *, prese insieme costituiscono una sezione 
iperpiana di VJ e si taghano lungo una conica (le oc' coniche direttrici di 
una w, sono appunto tagliate su questa dalle quadriche del fascio «f). 

Due quadriche dello stesso fascio non hanno punti comuni; invece due 
quadriche di fasci differenti si tagliano secondo una retta e tre quadriche 
appartenenti ai tre fasci hanno un sol punto comune. Due quadriche *, sono 
punteggiate proiettivamente dalle rette del sistema A^; etc, etc. 

21." Dalle osservazioni fatte si deduce una facile costruzione proiettiva 
della V; che stiamo studiando. 

Prendiamo infatti in un «S, due S, indipendenti *', et' e riferiamoli col- 
linearmente. È chiaro che le rette congiungenti i punti omologhi formano 
una V; razionale normale conlenente co' S, (di cui due sono appunto «' e «') 
e oo' rette: gli S, figliano sulle oc' rette oo" punteggiate proiettive e le rette 
punteggiano collinearmente gli oo' S,. Allora segue subito che, se entro «' 
e «" si considerano due quadriche omologlie *'i e *',, le rette che ne con- 
giungono i punti omologhi si appoggiano ad oo' altre quadriche **,... e 
formano un sistema A. di uria VJ. 

Gh altri srstemi di rette della V; sono costituiti dalle rette dei due si- 
stemi di schiere delle *',, *',, *'"|...etc. 

I tre fasci di quadriche appartenenti alle VI permettono di determinare 
facilmente le trasformazioni proiettive in sé della FJ. È chiaro, infatti, che 
una omogralia la quale muti in sé la V\ muta in sé o scambia fra di loro, 
proiettivamente, i tre fasci di quadriche; e d'altra parte se si stabiliscono, 
per es,, delle proiettività nei singoli fasci di quadriche *,, *,, *, verrà sta- 
bilita fra i punti della V; una corrispondenza biunivoca, quando si supponga 
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che siano omologlii due punti che si trovino su quadriche omologhe dei fasci. 
Tale corrispondenza biunivoca è poi una proiettìvità perchè muta la sezione 
iperpiana formata da tre quadriche prese una per fascio in una analoga se- 
zione iperpiana, quindi: 

La V*, di iS, che stiamo esaminando ammette oc* omografie (costilttenti 
gruppo) che tmUano in sé ciasouno dei tre fasci di quadriche; tre sistetm oo' 
di omografie che mutano in aè te quadriche di un fascio ma scambiano fra 
di toro quelle degli altri due, e infine un altro sistema oc* di omografie che 
scambiano fra di loro i tre fasci di quadriche. 

^.■' Non ci fermiamo più minutamente sullo studio di questa V\ poiché 
come è chiaro esso è estremamente semplice. Osserveremo soltanto che essa 
può assumersi come la varietà di S, rappresentante, nel modo che fu indi- 
cato dal prof. Seghe (*), la varietà delle terne di punti di tre rette ; quindi 
una sua seziona iperpiana, cioè una FI di S, razionale noripale può riguar- 
darsi come rappresentante la varietà delle terne di punti omologhi in tre 
punteggiate in corrispondenza trìUneare; allora lo studio delia FI diventa 
quello della varietà dì queste terne e viceversa. 

In particolare si osservi come il fatto che un iperpiano il quale passi 
per cinque punti della VI la taglia in un sesto individuato dai precedenti 
diventa il teorema noto (**) : 

Date su tre r^te a, b, e cinque terne di punti omologhi vi sono <x>' corri- 
spanderne trilineari che le contengono e le corrispondenze stesse hanno in co- 
mune una sesta terna individuata da quelle. 

23." Più interessanti risultano le V"; di S^ rappresentate nello spazio 
ordinario dalle supertìcie cubiche per una cubica gobba e con un punto 
doppio in un punto di questa o dalle superficie cubiche per una cubica piana 
nodale con un punto biplanare nel nodo della cubica e in esso un piano 
osculatore fisso. 

Cosi ho dimostrato in una Nota già citata che esse sono insieme con la 
VI di 2.* specie e le sue proiezioni sopra un S, o un S, alcune delle poche V, 
di S,{r^7) a S, tangenti mutuamente secantisi. Qui piuttosto che ripro- 
durre quel ragionamento preferisco notarne qualche altra proprietà. 



(*) SeORE, SwUe varietà che rappreseiUctnù le coppie di punti di due piani o apaei (Rendi- 
conti del Circolo Matematico di Palermo, V, 1891). 

(**) Castelnuoto. Studio sulla omografìa di seconda specie (Atti del R. ist. Veneto di 
scienze, lettere ed arti, t. V, serie VI), n." 28, 

AnfMli di Matematica, Sene lU, Tomo XV. 31 



dby Google 



Scorza: Le varietà a curve sezioni ellittiche. 



Si." Consideriamo in primo luogo la VJ rappresentata dalle superficie 
cubiche L che passano per una cubica gobba K e hanno in un suo punto 
un punto doppio. 

Tale V\ contiene due sistemi oo' di rette; l'uno, che diremo A, è rap- 
presentato dalle rette della stella 0, l'altro che diremo M, dalle corde della 
cubica K. Per ogni punto di V\ passa una retta di A e una retta di M, in- 
vece in ogni iperpiano vi sono tre rette di A e tre rette di H, 

I piani dello spazio rappresentativo che passano per e le quadrìche che 
contengono £ rappresentano due reti di rigale cubiche normali di V\, mu- 
tuamente residue rispetto al sistema lineare delle sezioni iperpiane. Le diret- 
trici, delle rigate cubiche corrispondenti ai piani per 0, cioè delle rigate for- 
mate con rette di A appartengono al sistema H e così le direttrici delle ri- 
gate riempite da rette di M appartengono a A(*). 

Due rigate appartenenti a una medesima rete si tagliano in una retta 
che è una loro generatrice comune; invece due rigate appartenenti a reti 
" diverse si tagliano in una conica rappresentata dalla conica intersezione di 
una quadrica per K con un piano per 0. 

Può dirsi pertanto: 

Date due rette della Vi appartenenti a uno stesso sistema esiste sempre 
una ed una sola retta dell'olirò che si appoggia ad entrambe. 

25." Alla V% appartengono anche oo' coniche e per due suoi punti ge- 
nerici ne passa una ed una sola. Esse sono rappresentate dalle <x>* coniche 
dello spazio rappresentativo che passano per e si appoggiano in due punti 
ulteriori a ^, e come ognuna di queste sta sopra una quadrica per £" e un 
piano per 0, cosi ognuna delle coniche di V\ sta sopra due rigate cubiche 
normali, formate l'una dalle rette di A che escono dai suoi punti e l'altra 
dalle rette di m che escono dai punti medesimi. 

26." Un iperpiano che contenga una rigata di una rete taglia VX in 
una rigata dell'altra rete e quindi tocca V% in tutti i punti della conica se- 
condo cui le due rigate -si tagliano. Viceversa, un iperpiano che sia costretto 
a toccare V\ in due punti taglia la V\ in una superfìcie rappresentata da 



(•) La cosa si vede subito oell'S, rappresentativo. Cosi un piano per taglia K in due 
punti ulteriori .^ e B e te superficie L in un sistema liueare oo* di cubiche per 0, A, B con 
un punto doppio in 0. Queste rappresentano adunque le sezioni iperpiane di una V\ razio- 
nale normale, la cui direttrice ha per immagine A B e AB k appunto una corda di K. Se 
si considera una quadrica per K, la direttrice della V» 'corrispondente è l'unisecante di K 
che appartiene alla quadrica ed esce dal punto 0. 
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una superfìcie cubica per K, con un punto doppio in e due altri punti" 
doppi A e B, cioè da una superfìcie spezzata nel piano A B e nella qua- 
drica che passa per K ed A, B; dunque: 

Se un iperpiano tocca V; in piit di un punto la tocca in oo' e precisa- 
tnente in tutti i punti di una conica. Viceversa la Vi è toccata lungo ogni sua 
conica da wn iperpiano. 

27.** Siano a,, a,, a, tre rette qualunque di A e *, , *,, *, le tre ri- 
gate cubiche normali che contengono {come generatrici) a,, a»; a„ a,; a,, o, 
rispettivamente. Se diciamo s,, 2,, 2, gli S, che le contengono, si può fissare 
nell'Si una corrispondenza fra gli S^ passanti per 2,, 2,, 2, chiamando omo- 
loghi tre jSj che congiungono questi tre spazi con una stessa retta di m (•). 

Se si conduce per £, un iperpiano «, , esso taglia V, in una rigata resi- 
dua 'V, di rette di M che insieme con *, e *, dà. l'intersezione completa di VJ 
con altri due iperpiani a, e «„ dunque agli 5, per 2, che proiettano le rette 
di V, e formano un fascio neh' iperpiano a, corrispondono nelle stelle 2, e 2, 
gli iSi che proiettano le rette di *", e formano dei fasci negli iperpiani «j e «,; 
ossia le tre stelle £,, ^i, e £, sono riferite omograficamente. 

Ne deduciamo, dopo una facile inversione del ragionamento ora fatto; 

Se in un S^ si riferiscono proiettivamente gli tS, passanti per tre S, gC' 
nerid, le <x' rette secondo cui si intersecano le terne di S^ omologhi riempiono 
una Vi a curve sezioni ellittiche. Essa contiene un secondo sistema di oo' rette 
che è generabile nello slesso modo, e anzi i tre S,, centri di tre stelle proiettive 
generanti la Vj, sono gli spazi che contengono tre rigate cubiche norniali qua- 
lunqite di una delle due reti di tali rigate che possono formarsi con le rette 
dei due detti sistemi. 

Poiché una FI razionale normale di S,, rappresentata su un piano dal 
sistema oo' di cubiche che passano per tre punti, può sempre pensarsi come 
una sezione iperpiana della Vi , così segue senz'altro da questo teorema la 
generazione proiettiva della FI che fu indicata dal prof. BoRDiaA(**). 

28." Una cubica gobba incontra complessivamente in tre punti due 
rigate cubiche (di reti diverse) costituenti insieme una sezione iperpiana; 
quindi, per un noto ragionamento, incontra in un punto ciascuna rigata di 
una rete e in due punti ciascuna rigata dall'altra rete. 



(•) Notisi che ogni retta di H si appoggia in un punto & una rigata cubica costituita da 
rette di A, 

(••) BoHDiQA, Di akune superficie, etc. (Atti Ut. Veneto, t IV, serie 6-*, 1886). 
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Segue che, se si prendono due punti della cubica e si conduce per essi la 
rigata della l.*^ rete clie li contiene, tale rigata contiene la cubica per intero. 

Adunque: 

Sulla V; si hanno due sisiemi xi' di cubiche gobbe. Essi sono costituiti 
dcUle cubiche gobbe situate riapettivavienle sulle rigate cubiche normali formate 
con le rette di X e M. Le cubiche situate sulle rigate di A sono rappresentate 
dalle cubiche piane che hanno in un nodo e bisecano altrove la cubica K; 
quelle dell'altro sono rappresentate dalle cubiclie gobbe che passano per e 
quadrisecano altrove la cubica K. Tra le prime si trovano pertanto le cubiche 
gobbe che hanno per iìnmagini le rette dello spazio rappresentativo. 

29.° Dai punti di una cubica gobba situata sopra la V* escono due 
serie oo' di rette: una è la serie delle generatrici di una V\ normale, ma 
Taltra non può essere che la serie delle generatrici di una rigata d'ordine 
più elevato. 

Per trovare quest'ordine supponiamo che la cubica di cui si tratta si 
trovi sopra una rigata cubica della rete costruita con rette di A e, per faci- 
litare ancora più la ricerca, supponiamo, come è possibile, che essa abbia 
per immagine una retta r dello spazio rappresentativo. Allora la rigata delle 
rette di M uscenti dai punti della cubica ha per immagine la rigata delle 
corde di K uscenti dai punti di r, e questa è dell'ordine 4, ha in K una di- 
rettrice doppia e in r una direttrice semplice. 

D'altra parte, due superficie cubiche L si tagliano oltre che in K in una se- 
stica residua con un punto triplo in e appoggiata in altri sei punti a K, quindi 
questa sestica taglia la rigata quartica precedente in 4 X 6 — 3 x 2 — 6 x 2=6 
punti fuori di iC e la rigata di cui questa è immagine è dell'ordine 6. 

In particolare delle due rigate formate dalle rette di A e M uscenti dai 
punti della cubica da cui si fa la proiezione della V* sullo spazio rappresen- 
tativo, la seconda, che è una Vi, ha per immagine il solo punto 0, la prima, 
che è una V^, ha per immagine la curva K, ogni sua generatrice proiettan- 
dosi in un punto di K. Questo dimostra che la V; appartiene all'S, (altri- 
menti K sarebbe una cubica piana) ed è una V; razionale normale con oo' 
direttrici minime d'ordine 3. 

Riassumendo abbiamo: 

Le rette di Vj uscenti dai punti di una sua cubica gobba costituiscono 
atte rigate razionali normali. Una è tina V; e l'altra è una V; con oo' di- 
rettrici minime d'ordine 3; quest'ultima è incontrata in due punti (Ja ogni 
retta del sistema X se è costituita da rette di M, e viceversa. 
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Tenendo presente ancora la cubica gobba da cui si fa la proiezione si 
ricava inoltre che: 

La VI , contata due volte, e la V; formate dalle rette di V"; uscènti dai punii 
di una sua cubica costituiscono la cotnpleia intersezione della VI col cono qua- 
drico (cinque volte specializzato) proiettante dallo spazio della cubica gli spasi 
tangenti alla Vi nei punti della cubica stessa. 

B0° Una rappresentazione della V;, di cui stiamo occupandoci, sopra 
un S, può ottenersi anche in un altro modo, utilizzando la proprietà che 
essa contiene ce* coniche di cui ne passa una per ogni coppia di punti 
generici della Vj; proprietà che, sotto certe restrizioni, è conseguenza del- 
l'altra, di cui pure essa è dotata, che gli S, ad essa tangenti in due punti 
generici ^ e B si incontrano in un punto. 

Consideriamo infatti un punto A della V*, e l'S,, a, che la tocca in questo 
punto: allora la T^ è rappresentata biunivocamente su a quando si faccia 
corrispondere al punto X di V*,, il punto X' di a ove la tangente in X alla 
conica di Kj che passa per A e per X taglia la retta tangente alla conica 
stessa nel punto A. Infatti per ogni coppia di punti di V; passa una sola 
sua conica e quindi in particolare per ogni retta di a uscente da ^ vi è una 
sola conica di V; che le risulti tangente in A. 

31.° Per esaminare brevemente le proprietà della rappresentazione cosi 
ottenuta {•) chiamiamo l, ed w„ le rette di A e *', rispettivamente, uscenti dal 
punto A, e cerchiamo l'immagine di una retta generica l (o m) dì A (o »). 

Per le due rette l, ed ( di A passa una rigata cubica Vi di rette delio 
stesso sistema avente per direttrice una retta m di m appoggiata ad l„ nel 
punto D, per conseguenza i punti di a corrispondenti ai punti di V*, situati 
su tale VI si potranno considerare come ottenuti tagliando il piano ni l„ coi 
piani tangenti alla V\ nei suoi singoli punti. 

Ma con tale costruzione {**) le generatrici di V\ vengono ad avere comt 



(*) Una consìderaziooe analoga a quella del testo dà Bubito una coatrueion» della nota 
rappresentazione della superficie di Veronese mediante il sistema di tutte le coniche di un 
piano (e più in generale, di ugni varietà di Veronese mediante il sistema delle quadriche di 
un Sr). Se infatti, preso un punto A della superficie di Vbhonbbb e il piano « ad essa tan- 
gente in A, si fa corrispondere ad ogni altro punto X della superficie il punto X' di a che è 
il polo della retta A X rispetto alla conica della superQcie che passa per A e per X, si vede 
che la corrispondenza fra X e X' è biunivoca aeuea eccesioni e che le sezioni iperpiane della 
superficie sono rappresentate dalle coniche di «. 

(••) Se la costruzione indicata nella nota precedente sì applica a una Vi di S, la conclu- 
sione a cui si pe^^'iene è del tutto analoga. Se infatti (tenute le notazioni precedenti), D è 
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immagini le rette del piano m l„ uscenti da i7 e le sezioni iperpiane della V* 
vengono ad avere per immagini le coniche di mi, passanti per D, dunque: 

Nella indicata rappresentazione della Vi sullo spazio a, le rette di A ven- 
goiw rappresentate da rette appoggiate adl„, le rette di H da rette appoggiate 
ad m„. Le rette di A (di M) costituenti una Vi passante per l, hanno per Un- 
magini le rette di un fascio avente il eentro sh i„ (su »ij e »Uuato in un piano 
pw l. (per mj e allorché la V\ descrive il fascio delle rigate di A (di M) con- 
tenenti l„ (mJ il centro e il piano del fascio di rette ora nominato descrivono 
*M L(»K) e intorno ad I„(«tJ "^^'^ forme proiettive. Per conseguenza le rette 
di A e H hanno per immagini in « le rette di due congruenze lineari spedali 
aventi per assi l, e m,. 

Per brevità indicheremo nel seguito queste due congruenze coi sìmboli 
[l„] ed [»»„]. 

32." Consideriamo ora una V\ di A che non contenga la retta I, e che 
abbia per direttrice la retta m, di H. Le immagini delle sue generatrici sa- 
ranno le rette della congruenza [(,] appoggiate alla retta m', di [m„] che cor- 
risponde ad »n, , cioè le rette d'una rigata quadrica passante per m, , dunque: 

Le dtie reti di Vj della V* sono rappresentate in a dalle due reti di qua- 
driche contenute nelle congruenze lineari speciali \l„\ ed [m,] e passanti per m„ 



la traccia della direttrice tt sul piano « (per modo che AD è la generatrice contenuta iu «) 
i piani tangenti alla Vi nei punti di una generatrice 1, formando un fascio dì asse { in un 
St passante per d, hanno por tracce su a i punti di una retta t passante per O, ed T sarà 
l'immagine di l nella rappresentazione eseguita. Allora una sezione iperpiana qualunque 
incontrando i^ni generatrice in un punto e (^nì conica della vl passante per A in due 
punti, avrà per immagine la curva generata dai fasci ^ e D di a riferiti in corrispondenza 
(1, 3) col ra^ìo unito AD; ma questa è una conica per il punto D, dunque le immagini 
delle sezioni iperpiane sono te oo* coniche » per il punto D. 

È utile scriver le formule della corrispondenza biunivoca cosi stabilita fra i punti della Vl 
e quelli del piano oc ad essa tangente in A. 

Fissando opportunamente i vertici 01234 della piramide fondamentale si può fare in modo 
che le coordinate del punto generico della VÌ siano date, al variare del parametri 1 e f», dalle 
formule : 

Xa'=t, «,1=1, ar, =1*, Xj^fi, x^^^iiì; 

allora il piano lìi risulta tangente alle V: nel punto ì, e la retta 34 è la direttrice, cosicché 
possiamo supporre ^ b 2, « b 124 e Z) a 4. Le quadriche : 

ar, ar, — x; r- (1) e x, a;, — a;, a:, = (3) 

contengono la V', quindi il piano C tangente alla Vi nel punto Y s yi sarà rappresentato 
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od i„ rispeUioamente, quindi le <X)' coniche della V' sono rappresentate dalle oo' 
coniche appoggiate ad I. ed m„ secondo cui si tagliano a due a due le g«a- 
driche di queste due reti. 

Due Vi qualsiansi della V* appartenenti a reti diverse danno, prese in- 
sieme, una sezione iperpiana e le loro immagini costituiscono complessiva- 
mente una superficie del quart'ordine, quindi: 

Le sezioni iperpiane della Vi Itanno per itnntagini in a. un sistetìia li- 
neare oc' di superfìcie N del quart' ordine. 

Una qualunque superlicie N, essendo immagine di una sezione iperpiana, 
seca un piano t: che passi per l„ (od »»„), oltre che nella retta l„ (o »h,), in 
una conica residua immagine della linea comune al considerato iperpiano e 
alla V; rappresentata da i; e d'altra parte le rette della congruenza [I„] {od 
[»»,]) non incontrano la superlicie jV fuori di l„ (od m„) che in un sol punto 
ulteriore, dunque: 

Le superficie N hanno tutte in I,. ed »»„ due rette doppie ed in A un punto 
doppio uniplanare col piano osculatore fisso l.m^. Inoltre in ogni punto dij. 



dalle equazioni degli iperpiani tangenti in Y alle quadriche (1) e <S), ossia dalle: 

Le coordinate del punto ove E taglia <> Bono allora: 

x, = 0, !», = »,, *,=2y,, «,^0, a-, = y,, 
e di qui, tenendo anche conto delle (1) e (2), si ricavano le formule della rappresentazione: 

Queste dimostrano che alla sezione di VÌ ottenuta coli' iperpiano: 

corrisponde nel piano a la conica : 

4.», ic! + a «, a-i «, + «, a^ + 4 S *i a;« + 2 «4 =r, «« = 
conica che taglia la retta U b A D nel punto 4 b Z> e nel punto C la cui coordinata — sopra 
la retta AD k data da — *- . La coordinata invece del punto / in cui la retta ^ fl è ta- 
gliata dall' iperpiano S è data da — -~, quindi le coppie Ala CD si separano armonica- 
mente; cioè si ha il teorema: 

L'ulteriore punto eVinterseeiotte della retta A D colla conica passante per D e rappreaentante 
nel modo che si è detto la aesione della V, con hh iperpiano i i il coniugato armonico di D 
rispetto ad A e al punto d'incontro di E con la retta A D. 
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(od nij uno dei piani osculatori è costituito dal piano che contiene le rette 
di [lj\ (od [t»„p tiscetUi dal punto. 

Una sezione iperpiana della Kj si può considerare come il luogo delle ao' 
cubiche gobbe segnate su di essa dalle cx>' Vj formale con le rette di A (di M) 
che passano per l, («*.), quindi la corrispondente ininiagine itf^ è il luogo di <x' 
coniche situate in piani passanti per i, (od tn„) e secanti („ (od »».) nelle 
coppie di una involuzione quadratica avente per punti doppi il punto A e 
l'intersezione di 1„(iik) col considerato iperpiano. 

33." Se diciamo p lo spazio su cui la V', è rappresentata mediante il 
sistema delle superlicie cubiche L passanti per la cubica gobba K e aventi 
un punto doppio in un suo punto 0, tra lo spazio ^ e lo spazio a dei n.' 30, 
31 e 32 viene stabilita mediante la K; una corrispondenza cremoniana, quando 
si dicano omologhi due punti di p ed « che rappresentano uno stesso punto 
della Vi. 

Poiché i piani di p insieme col cono quadrico projetlante Kda. costi- 
tuiscono delle superfìcie cubiche L, anzi le superhcie cubiche L che rap- 
presentano le sezioni della V; con gK iperpiani passanti per una sua certa 
cubica gobba C, cosi ad essi corrisponderanno in a le superfìcie N di un 
sistema lineare oo' passanti per l'immagine di C in a. Tale immagine poi es 
sendo l'ulteriore intersezione, fuori di l„ ed *w„, di una superficie A^ con una 
quadrica della congruenza [m„] passante per w„, è ancora una cubica gobba. 

D'altra parte anche in a. un piano variabile insieme col piano l, m, con- 
tato tre volte costituisce una superficie iV, dunque ai piani di a corrisponde 
in p un sistema lineare oc' di superfìcie cubiche X e si conclude che la 
trasformazione cremoniana di P in « è in un senso del 4." ordine e nel- 
l'altro del 3.°. 

Ora è interessante ceicare le formule dì una corrispondenza cremoniana 
atta a trasformare il sistema di superfìcie quartiche N in un sistema di 
superficie cubiche del tipo L, perchè così troveremo incidentalmente una 
nuova proprietà delle superficie N. 

34.' Per questo, cominciamo dallo stabilire in a un sistema di coor- 
dinate prendendo il punto („m, come vertice 1 della piramide fondamen- 
tale, un punto qualunque di I„ come vertice % un punto qualunque di »»„ 
come vertice 3, il piano che contiene le rette di [Q uscenti da 2 come piano 124, 
il piano che contiene le rette di [»«„] uscenti da 3 come piano 134, e infine 
scegliamo il punto 4 (sulla retta intersezione dì questi due piani) e Ìl punto 
unità U, in modo che il piano 12 V sia quello che contiene le rette di [l,] 
uscenti dai punto ove 12 taglia il piano 34 V. 
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Allora, se indichiamo con 9, e f, delle forme di 3."* e 4.** ordine nelle tre 
variabili x,, x^, x,, l'equazione di una superticie N sarà intanto del tipo: 

ax\x]-^faX, + p, = 

poiché il punto 1 è per essa un punto doppio uniplanare col piano osculatore 
in 123; e poiché essa deve anche avere in 12 e 13 delle rette doppie man- 
cheranno in ips i termini in xl, x^x,, x^x,, xl, xlx^, xlx, e in cp, i termini 
in x\, ij^^x,, af,x,, xj, aiJiP,, xja;., cioè l'equazione sarà del tipo: 

ax\x] -^{bx\-'rCx\Xt-^dxiXi + e «3 x, a;^) Xi '\-fx\-<^g3f^x,^ J 
-\-hx\Xt-\-ix\x\-\-3x\x\-\-hx\x\-\-lx\XsXt-^inx,x\x, 4- nXiX,x\ = Q. 1 

Ora si osservi che la proiettività stabilita dalla congruenza [/„] fra i punti 
e i piani di I„ per le ipotesi fatte sulla piramide fondamentale, è rappresen- 
tata anaUticamente scrivendo che al punto rappresentato aopra 12 dall'e- 
quazione 

X, — ). Xl ^ 

corrisponde nel fascio 12 il piano di equazione; 

X, — X X, = 

quindi se si cercala conica, residua intersezione di jV con questo piano e poi 
si cercano le coordinate dei due punti ove essa taglia la retta 12, le coor- 
dinate di uno di questi debbono essere — = >. , x, = x, = 0. 

Ponendo nella (1) x, =>Xj, dividendo per x\ e poi facendo x, = 0, resta: 
a x; + (e -h e i) X, X, + {i i" + i X +» xj = (2) 

pertanto la (2) deve rimanere soddisfatta, qualunque sia X, ponendo --='k\ 
cioè deve essere 

a + e + i = 0; c + I = 0; / = 0. (3) 

Dopo ciò la (2) si può scrivere : 

[a X, — (i X — e) X,] [Xt — > Xj] = 

e i due punti che sulla retta 12 hanno per coordinate — = e — = X 

*^ '^ X, o Xi 

debbono corrispondersi in una involuzione quadratica avente un punto 
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doppio in 1, dunque: 

a + i = (4) 

e, combinando con la prima delle (3), 

e = 0. (5) 

Infine, osserviamo che la proiettività stabilita dalla congruenza [tu,] fra 
i punti e i piani di !»„, è rappresentata analiticamente da una relazione 
del tipo: 

fra il parametro u del punto 

X, — (AXj =0 

della retta 13 e il parametro 1 del piano corrispondente 
x, — 'kx,=0, 

V essendo una opportuna costante, poiché per le ipotesi fatte ai valori e oo 
di [t corrispondono i valori e oo di X. 

Allora, se nella 1) poniamo «, = 5.a;( e dopo aver diviso per ai facciamo 
X, = 0, resterà, tenuto conto delle 3), 4) e 5) : 

a x] -\- d X, Xt — {aX' — mX — k) xl-= 

e questa equazione deve esser soddisfatta, qualunque sia \ da — = » \. Ciò 

porta che deve essere identicamente; 

et (v' — 1 ) >• + (d « + m) X -[- À: = 
ossia 

a {v' — 1) = 0, dv + 111 = 0, k = 0. (6) 

Ma a non può essere zero, perchè altrimenti il piano l„ m„ si staccherebbe 
dalla superficie N, dunque deve essere : 

« = ±1 (7) 

e per conseguenza: 

d = =ii m. (8) 

35.*' Facciamo vedere, prima di procedere innanzi, che non può es- 
sere e = + 1. 
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Per questo osserviamo che l'equazione di una quadrica dì [l„] passante 
per m,, cioè rappresentante una VI della VI, è del tipo: 

a (iC, X, — Wi a;,) + p a;; -f- y ar, !C, = (9) 

e quindi il piano: 

la taglia fuori di m„ nella retta ore è tagliato dal piano: 

«x,'j-{f — ctX)x, + ^x,=0. 

Ora, se si volesse trovare il valore di X per il quale accade che questo 
ultimo piano passa per il punto corrispondente sulla 13 al piano 

a, — X ae, = 0, 

avendosi per tale punto (nell'ipotesi « = 1) — =>., si arriverebbe per X al- 
l'equazione : 

«> + (Y-a>) = 0, 

cioè, non potendo essere y = per la genericità della quadrica considerata, 
si troverebbe sempre la soluzione X = oc. 

Tale conseguenza è per quanto è stato detto nei n.' precedenti assurda, 
poiché la quadrica generica di [l„] contenente «(„ deve avere una delle sue 
direttrici in una retta generica di [t»„], dunque non può essere, nel caso 
nostro, 

' v = + i 
e si conclude che 

v = — I, d = H- »t, 

ossia che l'equazione d'una superficie N è del tipo: 

a ic; a;5 + (6 icj + e ai «, 4- rf x] x,) x, -\- fx{ -\-ga^,Xt-\-hx\Xt — ax\x\ — 

— cx\XiXi + dx, x\ te. + H iCi «, a^ = 0. 

In questa equazione compaiono omogeneamente otto parametri lineari, 
quindi essa è appunto l'equazione del sistema lineare oo' di superficie iV. 
36." Nell'ipotesi v=\, la quadrica 

a {x, X, — Xi X,) + p ajj = 0, 

qualunque siano a e P, è tale che rispetto ad essa ogni punto di t, (od m.) 
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ha per piano polare (tangente) il piano che ad esso corrisponde nel fascio (. 
(od m,), in virtù della congruenza |i.j (od [i».]), quindi la reciprocità che resta 
determinata fra i punti del piano l„m, e i piani della stella avente per centro 
il punto [,)«,. dalle coppie di forme proiettive ora nominate è contenuta in 
una (anzi in <x>') polarità dello spazio «. 

Invece, nell'ipotesi v= — 1, la reciprocità determinata fra il piano ?„*«„ 
(nel quale le coordinate sono x,, x, , x,) e la stella l„m, (nella quale le 
coordinate di piano sono ;,, i.,, S.) dalle punte^iate e dai fasci projettivi 
l„, in„ è rappresentata dalle formule: 

e quindi è contenuta in un sistema nullo dello spazio a. 

Ora le ipotesi v = ± 1 sono le sole compatibili con l'altra a -| = 0, quando 
debba essere: 

a(ti' — 1) = 0, 

pertanto ricaviamo incidentalmente il teorema: 

Date in uno spazio (ordinario) due congruenze lineari speciali con le di- 
rettrici a e b uscenti da un punto e contenenti entrambe il fascio determinato 
da a e b, non esistono, in generale, superficie (irriducibili) del quart' ordine 
con due rette doppie in a e b, che abbiano su queste «n contatto tripunto con 
ogni retta delle due congruenze e che siano tagliale dai piani per a e b in 
coniche appoggiate a queste rette nelle coppie di una involuzione quadratica 
con un punto doppio in 0. Fanno eccezione soltanto i casi in cui le due con- 
gruenze appartengono al complesso delle rette tangenti a una guadrica, op- 
pure a un complesso lineare, nei quali ne esistono infinite ("oc^ aventi in un 
punto doppio uniplanare col piano osculatore a b. 

In particolare deduciamo di qui che le due congruenze lineari speciali 
[l,] ed ftn.] appartengono a uno stesso complesso lineare. 

37." La quadrica, della rete 9), rappresentata dall'equazione; 

X, a;, — ir, a;, = 
contiene la retta 

a:, =0 te, =0 

della congruenza [ti*,], e un piano variabile intomo a questa retta: 
X| — fi a;, ^= 
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taglia ulteriormente la quadrica nella retta: 

X, — fi x, = a, — (t x, = 0. (10) 

Ora consideriamo la superficie iV rappresentata dall'equazione: 
a„x\x',-\-{boJft-'rCaXlXt+d,.x',Xa)x,-\-gfXlx,-'rhaaf',Xf — «oa^ict — CaXlx,x, 1 

+ rfo X, Xl iP. + »o iC, iC, CCj =: I 



;(«) 



e cerchiamo le coordinate del punto, comune ad essa e alla retta (10), non 
situato sulla retta 1% 

Si trova facilmente che tali coordinate sono: 

«r a;, = 2 do ,<*' + (6. + nj [* + £f. i 

e se in queste formule si fa variare il parametro y, il punto corrispondente 
descrive la cubica gobba secondo cui si tagliano, fuori delle rette l, ed m., 
la quadrica e la superficie N considerata. 

Se nelle (12) simulano h„ d„, {b„ + na),gt rispettivamente in pA,, pd„, 
p(6„+no), pffii, essendo p un qualsiasi fattore di proporzionalità, la cubica 
da esse rappresentata non muta, per conseguenza l'equazione: 

a x',x^,-'r {baf, + cx',Xt -{- f d^xl x,) a, + p j/o xj a;, + p h„ ixf,x,— ì 
— a xlxl — e «iiXtX, + f d, x^ aiix,+ \p (&, H- m,) — 6] ic, te, (cj = ) 

coi quattro parametri indipendenti a, b, e, p rappresenta il sistema lineare oo' 
delle superficie A*^ passanti per la cubica gobba rappresentata dalle equa- 
zioni (12). 

Scritta la (13) sotto la forma: 

a (aj; a:; — x] xl) + bxl {x, ic, — Xj a;,) -i-cx^x, (ai, ar, — aJ, x,) + 

+ 3 Xt [d„ X, X, X, + Qa xl Xt + K obI a;, + rfo se, a^ + (6, + n,) a;, x, x,] = 

basta porre: 

o y, = a;* a;ì — xlx] \ 

««, ^a;! (», X, -— X. X.) I 

, , (14) 

<i y, = «, x. (a:, X, — X, X,) \ 

ay,=x, [d„ X, iCj x,-\-g^s^^x^-\- h^ xj x, + rf„ Xi a; J -|- (6» + n,) x, x, x^] / 
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per avere le formule d'una trasformazione cremoniana che muti it sistema 
delle superficie N in un sistema di superficie cubiche del tipo L. 
Le formule inverse delle (14) sono le: 

T a, = i/i y. y, H- rfo y\ y, + ih y, yl + (6. + 'O y. y^ y> + fl. y* y\ i 

T x, = 2 y* j/, + d, 1/, y, y, + fto y3 y, + {6o + H.) j/i y; f 

T ic, = y, y, y, — flo jd y. 



T oj, = 2 y, y, y, + ff„ y, y; H- ft. yS + (6fl + ».) y^ ». 

dalle quali si deduce che il sistema delle oo' superficie cubiche corrispon- 
denti nello spazio (y,, i/,, y„ ^,) ai piani dello spazio « = (3:,, x,, a;,, «,) 
ha per linee basi le rette: 

y» = 0, y, = e y» = 0, j/, = 
e la cubica gobba: 

V y, = — ft„ X'; V y. = d, f/, X' -!- (6„ + n") X + 2. i 

Questa cubica gobba passa pel punto (0, 0, 0, 1), come si vede facendo 
nelle (16) X =0, e questo punto è doppio per le superfìcie cubiche in discorso. 
38." Le cose dette fin qui permettono facilmente di risolvere un'altra 
questione sollevata dalla mia Nota già citata di Palermo. 

Risulta da essa che uno dei gruppi più notevoli di V, di unS,, (r^7) 
a 5j tangenti mutuamente secantisi è quello costituito dalla V\ di S-,, che 
stiamo studiando, e dalla V; di S, di Veronese e sue proiezioni su spazi a 7 
o 8 dimensioni. 

Nel caso della V\ di 5, due S> tangenti generici sono tagliati da tutti 
gli altri in coppie di punti corrispondentisi in una omografia: si presenta 
quindi spontanea ta questione di studiare la trasformazione cremoniana sta- 
bilita fra due S, tangenti generici della V\ dai punti di appoggio di tutti 
gli altri. 

Per questo, osserviamo che se y è VS, tangente alla F; in un suo punto 
generico C ed I,, >», sono le rette delia K; uscenti da C, la V\ può riferirsi 
biunivocamente ai punti di y nel modo stesso che è stato indicata per rife- 
rirla biunivocAmente ai punti di a e che due punti di a e y i quali rappre- 
sentino uno stesso punto della V\ sono precisamente due punti di a e y 
omologhi nella trasformazione cremoniana 2 che sì tratta di caratterizzare. 

La corrispondenza s muta evidentemente le superficie JV dì « nelle ana- 
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loghe jV' di Y ; ma al sistema delle N (delle N') appartengono i piani di ot 
(di y)i insieme col piano I„ «t„ (I, w.) contato tre volte, dunque la corrispon- 
denza 1 è, in ambedue i sensi, del 4"* ordine. 

I piani dello spazio «, insieme col piano I. in, , costituiscono delle qua- 
driche del sistema <x*: 

bx,Xt + fx\+gXtX, +hx,x, + nXtX,^0 (17) 

la cui equazione si ottiene da quella del sistema N facendovi a = c=^ d^^O 
e sopprimendo il fattore x',, e queste quadriche rappresentano il sistema oo' 
delle sezioni iperpiane della Vj passanti per le rette l„ , ni, , dunque ai piani 
.dello spazio a corrispondono in y <x' superficie N' passanti (oltre che, dop- 
piamente, per l^, m,) per le due rette delle congruenze [Ij ed [m,] (*), rispet- 
tivamente, che rappresentano, in y, le rette („ ed m,. 

Nello stesso modo, ai piani di y corrispondono in « le superficie iV di 
un sistema omaloidico oo' avente per rette basi (fuori di i^ ed *»„) le due 
rette dì [l.] ed [»».] immagini di t ed jb,. 

Supponiamo (e con questo non si vien meno in nulla alla generalità) 
che le immagini di l^ ed m, sìeno in a precisamente le rette 24 e 34; le su- 
perficie N che le contengono sono allora quelle del sistema oo' : 

o (a^ ir! — ai a;!) -1- ft a;, ari -4- e a;, «, (x, x, — x. x.) -4- 1 

VII 11/1 1(1 UlVlt II/> f (ÌS) 

+ d ir, x, {x, X, -f X, Xt) + » ajj a;, a^ = ) 

ed entro questo sistema oo' è contenuto il sistema omaloidico corrispon- 
dente ai piani di y. 

Poiché il sistema (18) è del grado 2 (**) se ne possono estrarre oo' si- 
stemi omaloidici considerando quelle delle sue superficie che pìissano per 
un punto fissato a piacere in a; ma il sistema dei piani di y corrisponde a 
un sistema omaloidico di sezioni iperpiane della V', che si ottiene da quello 
delle <x>* sezioni iperpiane passanti per l, ed t», considerando le sezioni iper- 
piane che passano per un punto della Vi avvicinatosi infinitamente al punto 
l,m,, dunque, per avere le superficie iV di a corrispondenti ai piani di y, 
dobbiamo considerare nel sistema (18) le superficie che passano per un punto 
avvicinatosi infinitamente al punto 4, immagine, in a, del punto I,»»,. 

Considerando che il piano a;,=0 tagUa le superficie del sistema (18), 



(") Cioè dalle due congruenze che rappresentano in y i sistemi A e M della F, . 
(**) Infatti il BÌstema omologo in 7 è rappresentato da una equazione analoga alla (1). 
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fuori di 24 e 34, nei sistema di coniche ; 

n iCj «, + e Xj X, — dx,Xt — n a^ = 

si conclude che, per avere le superficie A' richieste, bisogna fare nella (18) n=0. 
Dopo ciò si vede subito che, con una conveniente scelta della piramide 
fondamentale in y, chiamando y, , y„ y,, y^ le coordinate correnti di punto 
in y, le formule della corrispondenza 2 sono, in un senso, le formule: 

5 ^1 = a;, a:^ \ 

'jy, = x,x,{x,x,+x,x,) I 

O y, = iCj Xt {x, X, — X^ X,) \ 

<j i/, = a;J xj — xl xl I 
e, nell'altro, quelle perfettamente analoghe: 

■'X,=y,yl \ 

■rx,=y,y,{y,ij, + y,y,) I 

TX,^y,y,{y,y.—y,y,) i 

-'i^^ = yìyl — vìyl ì 

39." Tenendo presente la rappresentazione della V; sopra uno spazio 
ordinario mediante le superficie cubiche per K con un punto doppio nel 
punto di K, si trovano subito le omografie dell' S, che mutano la 7; in sé. 

Infatti una tale omografia o 
aj scambia in sé i sistemi A e M, o 
b) scambia fra di loro A e M. 

Nell'ipotesi a) l'omografia considerata n subordina fra le rette di A una 
corrispondenza biunivoca che si riflette in una corrispondenza biunivoca fra 
le rette di 0, e questa corrispondenza è una proiettività, perchè i piani per 
rappresentano la V^ di A e queste, per l'omograiia n, si scambiano fra di loro. 

Inversamente, si immagini di considerare una qualsiasi proiettività » fra 
le rette della stella 0. Si avrà fra le rette di A una corrispondenza biuni- 
voca che muta le y| in 7; e poiché le rette di M non sono altra cosa che 
le direttrici delle V\ di A, cosi anche fra le rette di M si avrà una corri- 
spondenza biunivoca, che si tradurrà in quella fra le corde di K clie si ot- 
tiene chiamando omologhe due corde di K situate in piani per corrispon- 
denti in w. Ora se una corda di K descrìve una schiera rigata di una delle oo» 
quadriche per K, essa si appoggerà costantemente a una certa retta ( uscente 



dby Google 



Scorza: Le varietà a curve sezioni elliUiche. 



da 0; quindi la corda ad essa omologa nella corrispondenza considerata si 
appoggerà costantemente alla retta f di omologa ad { nella proiettività m. 
Ciò significa che ia corrispondenza costruita fra le rette di M muta le Vi 
in V; e allora le due corrispondenze stabilite in A. e M danno luogo a una 
trasformazione in sé della V\ che è evidentemente contenuta in una omo- 
grafia dell'S,, perchè una sezione iperpiana della V; spezzata in due V^ si 
muta per essa in una analoga sezione iperpiana. 

A una concluaione simile si arriva quando si faccia l'ipotesi 6), purché 
si tengano presenti due rappresentazioni della V* del tipo di quella consi- 
derata, per modo che nell'una siano rappresentate da raggi di una stella le 
rette di A, nell'altra da raggi di una stella le rette di ^i. 

40." Ed ora passiamo a considerare la V* di S^ rappresentata sullo 
spazio ordinario dalle superficie cubiche che passano per una cubica piana 
nodale H ed hanno un punto biptanare nel nodo di questa cubica e un 
piano osculatore fisso in un piano m passante per una delle due rette tan- 
genti ad H nel punto 0. 

Le rette per dello spazio rappresentativo corrispondono a rette della V\, 
dunque: 

Sulla F| esiste un sistema ao' iti rette, tale che per ogni punto della V; ne 
passa una ed una sola. 

Le Od* superfìcie cubiche spezzate nel piano della cubica He in un cono 
quadrico col vertice in rappresentano le sezioni iperpiane della V', ottenute 
con gli 3o' S, passanti per una certa retta d. Poi due coni quadrici col ver- 
tice in non si tagliano ulteriormente che in quattro rette, dunque un S, 
generico per d taglia la V; fuori di rf soltanto in quattro rette, ossia: 

La V, ha una retta doppia d ed k formata di ao' rette appoggiate tutte a d. 

Si trova allora facilmente la classe del sistema di rette della V',, cioè il 
numero di esse contenute in un iperpiano. 

Infatti un iperpiano generico taglia la V, in una Vj dotata di un punto 
doppio conico e rappresentabile su un piano mediante un sistema di cubiche 
con tre punti-base allineati (*), quindi: 

Un iperpiano generico contiene tre rette d^lla V; concorrenti in uh punto 
ddla retta d. 

i piani dello spazio rappresentativo uscenti da corrispondono a rigate 



(•) Del Pezzo, SuHe superficie rfeH'»o ordine, etc. (Rend. del Gire. Mat. di Palermo, 
1887). 

Annali di Mal»matiea, Serie III, Tomo X\'. 33 
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cubiche normali della V; e poiché due tali piani presi insieme danno un cono 
quadrico (degenere) passante per si conclude che: 

La Vi amìHette una rete di rigate cubiche normali aittoresidtia rispetto al 
sistema delle sezioni iperpiane. T^e rigate hanno poi tutte per direttrice la retta 
doppia d. 

Di qui segue in particolare che gli iS, tangenti alla V*, nei punti di una 
sua rigata cubica stanno tutti in un S., e, come ho dimostrato altrove, questo 
fatto si riconnette con la circostanza che essa sta sopra una V\ ottenuta 
proiettando da d una superiicie di Veronese. 

Per stabilire la verità di questa asserzione si immagini di proiettare 
dalla retta d le ce' rette della V^ Si otterranno, nella stella dell'iS, avente 
per centro d, oo' piani e in questa varietà dì piani esisteranno, corrispon- 
dentemente alla rete di rigate cubiche della 7;, oo' coni quadrici con retta 
■ doppia. Ma allora, la superficie che si ottiene tagliando con un 5, la varietà 
di punti riempita da questi oo* piani sarà una superficie con e»' coniche e 
quindi una superficie di Veronese. 

41." Cerchiamo di invertire la considerazione ora fatta e ne ricaveremo 
una semplice costruzione della V\ di cui ci stiamo occupando. 

Sia V; la varietà di S, clie si ottiene proiettando da una retta d una 
superficie di Veronese, e sia V', una quadrica (non specializzata) che passi 
per d, tale che dei suoi oo' piani passanti per d e costituenti, neil'S, tan- 
gente alla V'^ lungo d, una V"; con la retta doppia d, oc' coincidano con gli oo' 
piani della V"; costituenti su questa una V, con la retta doppia d. La re- 
sidua intersezione della Vj e della quadrica sarà una Vi con retta doppia 
in d e si comporrà di oc' rette appoggiate a d. 

Uno qualunque degli oc' coni quadrici della V* diverso da quello con- 
tenuto nella VI taglia la VI in una Vi dalla quale si stacca il piano che esso 
ha a comune con quest'ultimo, quindi taglia la V^ in una VI rigata normale. 
E dopo ciò è facile riconoscere che la K; ottenuta è proprio quella dì cui 
si è discorso nei numeri precedenti. 

42.** Anche la ricerca delle omografie dell'S, che trasformano in sé 
quest'ultimo tipo di V; non presenta alcuna difficoltà. Si vede subito infatti 
che se una omografìa n dell'S, tra.sforma in sé la Vi, per la n le rette della V; 
si scambieranno fra di loro per modo che ogni Vi rigata normale si muterà 
in un'altra Vj; quindi nella stella le rette immagini delle rette della Vi sa- 
ranno accoppiate in una corrispondenza proiettiva. D'altra parte, questo ra- 
gionamento è evidentemente invertibile, quindi: 

Le omografie che mutano in sé la Vi formano un gruppo oo". 
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§111. 

Le V"^ a curve sezioni ellittiche. 



43." Supponiamo clie V'{n^^b} sia' una varietà normale di 1." specie 
di S„+i a curve sezioni ellittiche, e sia C"~* la curva razionale nonnaie dilla 
quale si suppone di proiettarla sopra un S. . 

Le sezioni iperpìane passanti per la C'~' sono delle V; normali di 1.^ spe- 
cie che si proiettano sopra gli S, dello spazio rappresentativo, quindi se 
chiamiamo Q la quatlrica che appartiene parzialmente al sistema linearedelle 
forme cubiche che rappresentano le sezioni ìperpiane di Vi e Jf la VJ"" si- 
tuata sopra Q e base del sistema lineare medesimo, basta tener presente 
renumerazione dei tipi delle F; di 1.* specie eseguita dal prof. Enriques per 
concludere che: 

Se si prescinde dalle FT che si riducono a coni, le sezioni iperpìane ge- 
neriche della quadrica Q e della superfìcie K sono rispettivamente: 

a) per n = b una quadrica ordinaria Q' e una quartica di 2." specie K'; 

b) per n = 6 una quadrica ordinaria Q* e una terna di rette a due a 
due sghembe; oppure un cono ordinario Q' e una cubica gobba K'; o infine, 
una quadrica Q' spezzata in una coppia di piani e una cubica piana nodale K'; 

e) per » = 7 un cono quadrico ordinario Q' e una conica K'; 
e in ogni caso la curva K' sarà naturalmente situata sulla quadrica (/. 

44." Per esaminare partitamente i vari casi cominciamo dal supporre 
che sia n = 5. 

Allora, poiché la sezione iperpiana generica K è una quartica di 2.* specie, 
la superfìcie K sarà una superfìcie del 4." ordine a curve sezioni razionali e 
quindi proiezione sopra un S. da un punto estemo di una superficie di 
Veronese o d'una rigata razionale normale del 4," ordine. La prima ipotesi 
è da escludere perchè altrimenti K o non sarebbe situata sopra il cono 
quadrico Q, o conterrebbe una retta doppia e allora starebbe sopra infinite 
anzi che sopra una quadrica ; dunque resta la seconda, cioè K è una rigata 
razionale del 4." órdine' di S,, dotata di un punto doppio improprio nel ver- 
tice dell'unico cono quadrico Q che la contiene. 

Ne segue che sarà dimostrata l'esistenza di una V\ a curve sezioni el- 
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littiche di S^ quaodo si sia fatto vedere che per una rigata K del quart'or- 
dine di S. (e quindi j-azìonaie) passano oc' forme cubiche. 

Ora questo può dìmostrarai in doppia maniera; calcolando cioè la po- 
stulazione di K per le forme cubiche del suo spazio, oppure costruendo di- 
rettamente le forme cubiche che passano per K e trovando così che esse 
sono oc\ 

4ó.° Il calcolo della postulazione di K si fa rapidamente ricorrendo ad 
alcuni teoremi stabiliti dal prof. Severi. 

Si conducano infatti per la superfìcie K dotata del punto doppio im- 
proprio due foruie cubiche generiche L, ed 7>, (di tali forme ne esistono 
certo, poiché il loro sistema deve contenere gli e»' coni cubici che si otten- 
gono proiettando K dai suoi punti): la loro intersezione residua sarà una 
supecticie del 5." ordine K, con uu punto doppio improprio in avente a 
comune con K una curva del 10,° ordine (e della 26* classe) con un punto 
quadruplo in ('). 

Poiché il punto presenta evidentemente una condizione agli iperpiani 
che debbono contenerlo, se<,'ue, per un teorema del prof. Severi (**), che K 
e Kt sono entrambe regolari e che per calcolare la postulazione dì K per 
!e forme cubiche si può far uso della formula: 

/' + *\ -i{;'-l) + P„+l-d 



<r)- 



facendovi )k=^4, I = 3, p == P„ =0, d =* 1. Si trova così, come valore della 
postulazione in discorso, 27, e quindi, le forme cubiche dell' Sj essendo ac", 
per la superficie K passano appunto oo' forme cubiche. 

46." Ma allo stesso risultato si può arrivare, come abbiamo detto, per 
un'altra via, meno rapida, ma assai più elementare. 

Si taglino, per questo, la rigata £ e il cono quadrico Q che la proietta 
dal suo punto doppio improprio 0, con un S, generico « e siano K' e Q 
rispettivamente la quartica di 2.^ specie e la quadrica sezioni ài K e Q. 



(*) Sbvbhi, Sulle iatersexiom (ìatte varietà algebriche, etc. (Memorie dell' Accad. deUe Scienze 
di Torino, aerie II. t. Lll, 1902), § 9. I caratteri di Kj sono, adoperando le notazioni del 
prof. Severi, f*',^^- f*'i^lC> f*'i^8, »', = 8, ^"=1 essendo t», = i, t^ = t, c^ = 4, »i = i. 
(l^l quelli di K. 

('*) Severi, Su alcune quesfitmi dt postalneione (Rendic. del Ciw, Mal. di Palermo, XVil, 
1908), n." 32. 



dby Google 



Scorza: Le varietà a curve sezioni ellittiche. 



Nello spazio a per la curva K' passano oc' superficie cubiche L' e se si 
chiamano A, B, G, D \ punti ove K' è tagliata da un piano generico -k di «, 
queste oo* superficie // tagliano x nel sistema lineare (completo) delle <x>' 
cubiche passanti per A, B, C, D. 

Ora si prenda a considerare una determinata superficie L', di quelle oo' 
e detta X, la sua traccia su », sìa t il piano ad essa tangente in un punto M 
di X, esterno alla conica sezione di n con Q, e ^ un St generico passante 
per -r. Se «' è un altro S, del fascio avente per asse r e -:" è la sua sezione 
con ^, t' taglierà -r nella retta tangente a X, nel punto M, e in a' vi sarà 
una sola superficie cubica L', che passi per la quartica K", sezione di a" 
con K, e per la cubica >, e inoltre tocchi nel punto A/ il piano t". Variando «" 
intorno a n, la superficie X', assumerà certe ex' posizioni distinte e riem- 
pirà una forma VT, il cui ordine m è appunto 3. 

Infatti asserire che m = S equivale ad asserire che per nessuna posizione 
di x" intorno a ~ la relativa superfìcie /,', si spezza nei piano n e in una 
residua quadrica Q", passante per il punto i£ e per la quartica K' sezione 
di a." con Q, e questo si dimostra facilmente per assurdo. Poiché se per una 
certa posizione di a' avvenisse il detto spezzamento, per quella posizione 
di ot", £' o sarebbe una quartica dì 2." specie priva di punto doppio o sa- 
rebbe dotata di un punto doppio. Nella prima ipotesi, K' essendo situata 
sopra ttna wla quadrica, Q", sarebbe la sezione di Q con x" e quindi M sa- 
rebbe situato su Q; nella seconda ipotesi, «' risulterebbe tangente & K o 
passante pel suo punto doppio improprio 0. Ora di queste due ultime alterna- 
tive la prima è da escludersi per ragione analoga ad altra già detta (in 
quanto per essa sì arriverebbe a una K" spezzata in una cubica gobba e 
una sua unisecante e quindi situata sopra una sola quadrica), la seconda 
porterebbe alla conseguenza che Q", sarebbe una quadrica generica fra le 
oc' passanti per K" e quindi una quadrica non avente un punto doppio 
In 0, mentre la VT costruita (e quindi Q",) ha necessariamente un punto 
doppio in (*). 

fi ragionamento compiuto mostra che per ogni superficie cubica L' 
di ce contenente £' passa una forma cubica L dell'5, contenente K e tan- 
gente in un punto M di L' a un dato S, (passante pel piano t tangente ad 
L' in M), quindi per ogni superficie // di « passano oo' forme cubiche con- 



(*) Sevbhi. Intorno ai punti doppi imprùprì, ete. (Rendiv. Gire. Mat. di Pslenno, XV, 
1»1). n." H. 
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tenenti K e K si trova in totale sopra un sistema lineare oc' di forine cu- 
biche Jj. 

i7." Facciamo ora l' ipotesi n = 6 e supponiamo che le sezioni iperpiane 
generiche ài Q e K siano una quadrica ordinaria Q' e una sua terna di rette, 
sghembe fra di loro a due a due. 

Allora K sarà una terna di piani dì Q passanti pel punto doppio di Q 
(appartenenti allo stesso sistema) e un S, generico per segherà. Q e K in 
un cono quadrico e in una terna di rette situate su questo cono. 

Ciò significa che ogni iperpiano dello spazio S, contenente la V, che si 
sta considerando e passante per VS, che congiunge con lo spazio della C 
. da cui si fa la proiezione, taglia la V^ in una FJ conica {*). Per ognuno di 
questi iperpiani il vertice del relativo cono VI è il vertice del cono cubico 
coDtenuto in queir éS,, dunque anche FJ è un cono col vertice in quel 
punto. 

48." Supponiamo adesso clie, pur essendo n=6, la quadrica $ e la 
superficie K siano tagliate da un iperpiano generico in un cono quadrico Q^ 
e in una cubica gobba K'. Allora K è una V't rigata normale con una diret- 
trice d e Q h una quadrica per K con retta doppia, cioè sarà il cono quadrico 
(doppiamente specializzato) che proietta le generatrici di K dalla direttrice d. 

Segue da ciò che sarà dimostrata l'esistenza di una T*, a curve sezioni 
ellittiche di S., corrispondentemente alle ipotesi ora fatte, purché si dimostri 
che data in un S, una rigata cubica normale vi sono oo* forme cubiche pas- 
santi per essa e aventi una retta doppia nella sua direttrice d. 

Ora si potrebbe comporre una tale dimostrazione imitando il ragiona- 
mento diretto del n." 46, ma preferiamo ricorrere a una via indiretta che 
avremmo potuto seguire anche per il caso della F;. 

Se, per un momento, sì suppone che la F; in discorso realmente esista 
e sia rappresentata dal sistema delle forme cubiche passanti per una VI ri- 
gata normale e aventi una retta doppia nella sua direttrice d, è chiaro che 
gU oc' piani passanti per d AeU'S, rappresentativo saranno le immagini di oo*- 
piani appartenenti alla F;, e lo stesso potrà dirsi degli oo' piani contenenti 
le coniche della V',; quindi sulla F; si avranno intanto due serie t»' di piani 
taU che per ogni punto della V, passa un piano di ciascuna serie. 



(*) Enriques, Sui sistemi lineari, etc. (Math. Ann. Bd. 46), n." 15. Notiei che in questo 
caso Q è il cono quadrico languente nel punto doppio a tutte le Torme cubiche passanti 
per i tre piani di K. 
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D'altra parte i piani di due coniche qualunque della T^ sono tagliati in 
due sistemi prospettivi da quelli uscenti da d, per conseguenza i piani di 
uno almeno (questa restrizione non è che provvisoria, come vedremo) dei 
due sistemi di V\ tagliano collinearmente i piani dell'altro sistema. 

Si conclude che se la V, in discorso esiste, essa non può che coincidere 
con una nota varietà studiata già dal prof. Seohe e generata dai piani che 
congiungono i punti omologhi di tre piani collineari generici dì un S^ o dai 
piani secondo cui si intersecano gli 5, di tre sielle proiettive di un S, aventi 
per centri tre 5» generici. 

Poiché si riconosce subito che proiettando questa V\ di Seghe sopra un 
S, dall'iS, di una sua cubica gobba si ottiene una sua rappresentazione biu- 
nivoca in cui il sistema delle immagini delle sezioni iperpiane è un sistema oo" 
di forme cubiche del tipo considerato in questo numero, si conclude che 
l'ipotesi quivi fatta porta realmente a un tipo di V\ non conica a curve se- 
zioni ellìttiche (•). 

49." Come è noto, la V*, di Seobe contiene due serie oo' di piani in 
condizioni perfettamente identiche; quindi i piani di ognuna delle due serie 
punteggiano proiettivamente i piani dell'altra. 

Tenendo conto della sua rappresentazione sopra un S, , or ora indicata, 
si arriva incidentalmente al teorema: 

Jhte piani passanti per la direttrice di una rigata cubica nornmle sono 
tagliati dai piani delle sue coniche in due sistetni piani collineari (**). 

50." Per esaurire la discussione del caso b) del n." 43 vediamo diret- 
tamente se possa esistere una VI di S, che da ogni S-, sia tagliata in uua VI 
a curve sezioni elUttiche dotata di retta doppia (n.' 40, 41, 42). 

Se esiste, poiché ogni iperpiano la taglia in una VI con retta doppia, 



(*) Una proprietà caratteristica di questa V\ è data da un teorema dimostrato nella mia 
giù citata Nota di Palermo. 

{•") Non è difficile dimostrare direttamente questo teorema. 

Se f è una retta d'un piano ir passante per la direttrice d di una rigata cubica nor- 
male vi , da ogni punto di r (come da ogni punto generico dell' S^ contenente la rigata) esce 
«MI piano che seca la rigata secondo una conica. Gli oo' piani che cosi ai ottengono corri- 
spondente mente agli co' punti di r riempiono una V' , il cui ordine a; sarà quello delle su- 
perficie secondo cui è tagliata da un S, generico condotto per r. Ma tale superficie è la ri- 
gata delie corde appoggiate ad r della cubica gobba, sezione dell'S, stesso con la v\, ed r 
è una unisecante della cubica, dunque it; = 2 e quella Vt è un cono quadrico passante evi- 
dentemente per d. Ma allora ogni altro piano passante per d seca i piani della Vf nei punti 
di una retta, etc. 
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essa aiiinietterà un piano doppio S, e un S, generico condotto per S la ta- 
glierà, in. una residua KupecKcie del 4." ordine F' die si spezza in quattro 
piani. Infatti se si immagina di tagliare tutta la figura con un S,, la V, dà 
luogo a una VI, Ì'S, a un S,^ generico passante per la retta doppia della V, 
e la F* alla residua intersezione delia V* con questo Sj, e tale intersezione 
ai compone appunto di quattro rette. 

Segue che, eventualmente, la considerata V* consta di oo' piani tutti 
appoggiati secondo rette al piano doppio 5; per modo che se si fa la proie- 
zione della V\ dal piano S si ottengono in corrispondenza ai suoi oc" piani 
do'fi^, uscenti da S e costituenti una FJ appartenente ad 5^,. Ora tale Vi è 
il risultato della proiezione di una superficie di Veronese del piano S, e 
d'altra parie per un teorema già citato del prof. Enuiques, se la V, in di- 
scorso esiste deve essere certo situata su qualche quadrica, dunque se la f; 
esiste essa deve essere intereezione parziale del cono Vt ora nominalo con 
una quadrica passante pel piano S. 

Questo ragionamento indica subito come possano esser costruite le V\ 
del tipo che si sta considerando. 

Assumiamo infatti nell'S» un piano X e una quadrica generica V*^ pas- 
sante per esso. La 7? sarà una (juadrìca non specializzata ed ammetterà oc' 5, 
passanti per S; anzi questi S, costituendo la sua intersezione con VS^ polare 
del piano 8 formeranno una F"! e si potranno ottenere proiettando da S i 
punti di una certa conica fc', situata in un piano indipendente da X. Ma al- 
lora si costruisca in uu Ss indipendente da S e passante per k* una super- 
ficie di Vkronebe che contenga questa conica: la Fj proiettante da J la su- 
perficie di Veronese taglierà la quadrica F^ nella FJ proiettante ft" da S e 
in una residua V, che conterrà oc' S, appoggiati secondo rette al piano 8 
(perchè ogni S, per S della FJ taglia F? in S e in un piano residuo) e che 
sarà evidentemente a curve sezioni ellittiche normali. 

Gli oc' piani della F; ora costruita si distribuiscono in una rete di FJ in- 
tersezioni degli «)' coni quadrici della F; con la V\ fuori della V, proiettante 
da S la conica fc', e tali V\ sono naturalmente dei coni coi vertici situati 
su $. Infatti ciascuna di esse appartiene a un S^ come it cono quadrico 
della F; che la contiene e non può essere una Vi razionale normale, perchè 
allora non S ma una rigata quadrica vera e propria sarebbe una sua ri- 
gata direttrice d'ordine minimo. 

La rete delle coniche di una superficie di Veronese è autoresidua ri- 
spetto al sistema lineare delle sezioni iperpiane ed è pure omaloidica, dunque: 
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Sulla V\ ora costruitala rete dei coni VI è attloresidua rispetto al si- 
stema delle sezioni iperpiane e due VI della rete ai tagliano fuori di S in 
un piano. 

In particolare: 

Oli S, tangenti alla V, nei punti di una sua V, stanno tutti in un iper- 
piano, cioè ih un S, . 

La rappresentazione della Vi sopra un St si ottiene, naturalmente, proiet- 
tandola daU'S, B dì una sua cubica gobba C, situata sopra una delle rj che 
chiameremo i. Ora se si chiama il punto ove la 6" taglia il piano A e r 
il cono Pi dei piani della V*, uscenti da 0, l'S, del cono r e l'S, a della 
cubica C stanno in uno slesso iperpiano (in quello cioè vhe contiene rei) 
quindi gli oo' S, che congiungono ì piani di r con a tagliano 1*5, rappresrti- 
tativo nelle rette di una superficie cubica appartenente ad un S,. Tale su- 
periicie K è la varietà base del sistema lineare delle forme cubiche immagini 
delle sezioni iperpiane della K;, ed è una rigata cubica di Cayley. 

Questa asserzione può giustificarsi in doppia maniera. Può osservarsi 
in primo luogo che gli jS» di r e A hanno in comune l'S, determinato dal 
piano ^ e dal piano generatore comune arci, quindi « e l'S» di r hanno 
in comune una retta di tale S,, cioè una retta situata nel cono quadrico 
che proietta r da S. Ma la proiezione di r da « sopra VS, ^elVS, rappresen- 
tativo, in cui questo è tagliato dall'iperpiano contenente r ed a,k in sostanza 
la proiezione da « della rigata cubica nonnaie in cui V è tagliata da un S, 
generico del suo spazio, e allora tale proiezione, poiché il punto comune 
ad a e aWS^ della rigata cubica trovasi sul cono quadrico che proietta questa 
rigata dalla sua direttrice, sarà appunto una rigata di Cayley (•). 

Ma, volendo, sì può anche osservare che se sì chiamano, al solito, Q e 
K la quadrica fondamentale e la varietà base nella rappresentazione della Vi 
sopra un S,, le sezioni iperpiane generiche di Q e K debbono essere una 
coppia di piani e una cubica nodale situata in uno di essi e tangente al- 
l'altro nel nodo. Ma allora Q dovrà essere una eoppia di S,, K una rigata 
cubiai con la direttrice doppia nel piano comune di due S, e di più tale 
piano dovrà toccare K in tutti ì punti della direttrice doppia. Ciò significa 
precisamente che K è una rigata di Cavlbv. 

5l.° Esaurita la di.scussione per il caso ii = 6, facciamo l'ipotesi che 
sia n =: 7. 



{•) Cfr. Bbrtini, ItUrodusione, utc. (Pisa, Spoerri, 1907), pag. mi. 
Antmii di MaUmatiea, Serie 111, Tomo XV. 
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Poiché le sezioni iperpiane generiche dìQ e K sono un cono ordinai io Q^ 
e una conica K' situata su di esso, Q sarà un cono quadrico a tre dimen- 
sioni con una retta doppia e K un cono quadrico ordinario situato su Q 
col vertice V sulla retta doppia. Allora un iperpiano generico che passi per 
l'S, congiungente V con l'S, da cui si fa la proiezione taglia la FI in una Vi 
che si rappresenta sopra un S, mediante il sistema delle superlicìe cubiche L, 
passanti per due rette, con punto doppio nella loro intersezione e con un 
assegnato cono tangente in esso; quindi in una Vi conica (*) e il vertice di 
questa VI conica è il vertice del cono del quart' ordine che il detto Si ne 
contiene. Ciò significa che addirittura la V] è un cono. 

La cosa stessa può vedersi anche altrimenti. 
* Il sistema delle immagini delle sezioni iperpiane è un sistema oc* di 
forme cuhiche L con quadrica base K {che è un cono) e con retta doppia d 
passante pel vertice V ài K. Si trasformi quadraticamente l'S, rappresen- 
tativo in un altro, prendendo nel primo come punto fondamentale un punto 
dì d e come quadrica fondamentale K. Ad una forma L corrisponderà una 
forma L' del 6." ordine da cui si stacca due volte l' iperpiano «' corrispon- 
dente al punto e una volta la quadrica proiettante dal punto fondamen- 
tale (/ del secondo S. ia relativa quadrica fondamentale K'. Quindi il sistema 
delle L sì muta in un sistema di quadriche passanti pel punto fondamentale 
0' e tangenti nel vertice di K' all' iperpiano w', poiché se si considera un 
piano generico w uscente da d, ad esso corrisponde un piano «' e fpa se e 
%' vi è una corrispondenza quadratica tale che in j:' due dei punti fonda- 
mentali vengono a coincidere col vertice di K', e allora alla retta ulteriore 
intersezione di ;ir con una forma L viene a corrispondere in m' una conica 
tangente ad w' nel vertice di K'. 

Si conclude che la Fj è rappresentabile punto per punto sopra un S, 
per modo che le sezioni iperpiane abbiano per immagini le quadriche pas- 
santi per due punti fissi A b B e con un iperpiano tangente fisso in uno di 
essi, per es. in A. Ed allora il sistema lineare di coni quadrici col vertice 
in A e passanti per B, sistema lineare <xj", rappresenta II sistema delle se- 
zioni della FI con gli iperpiani passanti per un punto M da cui escono oo' 
rette della V\ (le rette che hanno per immagini quelle dello spazio rappre- 
sentativo uscenti da A)^ cioè la FI é un cono. 

0%*^ La dimostrazione ora compiuta conduce facilmente alla determì- 



(") Cfr. E}nhiqiie6, loc. cit. I 
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nazione delle VI di 2.'^ specie, di quelle VI cioè che non contengono delle C 
razionali normali, o, ciò che fa lo slesso, di quelle FJ di S,o che sono ta- 
gliate da un S, generico in una Vì di 2." specie. 

Ora risulta dalle ricerche del prof. Enriqurs che una Vi di 2." specie 
o è un cono o è la F; di Veronese: quindi per dimostrare, come già 
abbiamo annunciato, che tutte le V, di 2.* specie sono coni, basta far ve- 
dere che è un cono una VI di S,., avente per sezioni iperpiane delle F» di 
Veronese. 

Di questo teorema possono darsi varie dimostrazioni. Può dirsi in primo 
luogo che una V' di 5,» a curve sezioni ellittiche è proiettata da un suo 
punto generico in una V] di S, che è pure a curve sezioni ellittiche; ma al- 
lora, come questa FI è un cono, così anche la FJ è un cono. 

Oppure si può imitare un ragionamento del prof. Seghe, osservando che 
le collineazioni fra i due S, rappresentativi di due Vi di Veronese danno 
luogo a oo" omografie tra i loro spazi ambienti in cut esse si corrispondono. 
Per modo che se si hanno due Vì di Veronese e, considerate due loro sezioni 
iperpiane, si stabilisce fra queste la corrispondenza biunivoca in cui si ri- 
flette una proiettivìtà stabilita fra le due quadriche che ne sono le immagini, 
tale corrispondenza è contenuta in una omografia tra ì due S, delle Vi in 
cui queste si corrispondono. 

Si osservi ancora che due Vi di Veronese le quali abbiano due sezioni 
iperpiane comuni coincidono, poiché un S^ generico dell' iS, che le contiene 
entrambe le taglia in due curve normali ellittiche detl'S." ordine con 16 punti 
comuni, cioè in due curve coincidenti. 

Posto ciò, sia F; una varietà dell' S,. tagliata da due iperpiani generici « 
e § in due VI di Veronese. Queste due Vi hanno una loro sezione iperpiana 
(una Vi) comune, quindi resta individuata una omografia trai loro spazia 
e P io cui esse si corrispondono e in cui quella FJ è unita punto per punto. 
Ma allora tale omografia è una prospettività e le due FJ stanno sopra un 
cono WJ , che coincide con la data VI perchè ogni iperpiano taglierà questa 
e il cono in due Vì di Veronese con due loro sezioni iperpiane comuni (quelle 
contenute in a e §) (*). 



(•) il ragioDamento dì Sbore è riportato in Bbbtini, Introdmgvine, etc. (Pisa, Spoerri 1907>, 
pag. 3i2, ed è evidentemente estendibile a tutte le varìetA aventi per sezioni iperpiane delie 
varietà di Vbbonbse. Si arriva con ciò a un teorema che è caso particolare di un altro sta- 
bilito dal sig. Tantuhri {Giornale di Matematiche, Napoli, serie 2.» voi. XIV, 1907). 
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53.** Riassumendo la discussione precedente, abbiamo l'enunciato: 
Una V, (»>'3) razionale normale non conica <i curve sesioni eUiltiche è 

a) per »^=4 una V{ base di un fMcio di qìtadricke di un S,; 

b) i>er n = 5 una F; di S-,; 

e) per n = Q la V, di Seoiie di S, o la V\ (pure di SJ intersezione 
parziaie di una qiiadrif^ e di un cono proiettante da un piano una superficie 
di Vekonesb (*). 

ót." Le proprietà più notevoli della V\ di S-,, che indirettamente risul' 
teranno anche da un teorema che troveremo più tardi, possono dedursi subito 
dalla sua rappresentazione. 

La rigata del quart'ordine f base dei sistema di forme L rappresentanti 
le sezioni iperpiane della F; può essere di due specie: può avere cioè una 
direttrice rettilinea o oo' direttrici coniche (**). In ogni caso ha però un punto 
doppio improprio che è doppio anche per tutte le L. 

Per semplicità consideriamo soltanto il caso generale nel qufUe R con- 
tiene <x' coniche (irriducibili) e stano a e 6 le due generatrid uscenti dal punto 
doppio 0. Le oc' corde di K rappresentano un sistema oc* di rette di FJ 
tale che per ogni punto dì Ff ne passano co' costituenti un cono cubico 
appartenente ad un S, e perciò razionale. 

Gli oo' coni cubici delle rette uscenti dai vari punti della conica C* di F; 
da cui si intende fatta la proiezione, hanno per immagini te ex' cubiche 
nodali (col nodo in 0) secondo cui K è tagliata dai piani di un sistema del 
cono quadrico che la contiene (•**). Inoltre essi costituiscono la totale inter- 



(*) 1 risultati di questo lavoro furouo gìk annunziati in brevìSBlmo rìasauiito in una 
Nota pubblicata nei Jten4ÌcotUi della B. Afcad. ilei Lincei (gennaio 190S), ma quando pub- 
blicai quella Nota mi pareva di poter dJmoBtrnre rhe per m^^^S t^ni 1*^ fosse un cono op- 
pure la vi di Sbure e coai nel teorema ivi enunciato non compare l'altro tipo di Vi ohe 
si trova nel teorema del testo. 

Nel senso medesimo va rettificata l'asserziane contenuta nell'ultima nota a pie di pagina 
del lavoro pubblicato nei Rend. del Circoìo di Palermo, citato più Innanzi. Ma si vede subito 
che tale correzione non ha alcuna influenza sul teorema che da quella asserzione viene 
dedotto. 

(■*) SBQRe, Si^le rigale rasionali, etc. (Atti della H. Accad, delle Scìeoze di Torino, 1884), 

("••) L'immagine di una sezione ìperpiana è una forma cubica per K. D'altra parte quella 
sezione taglia la conica C* da cui ai fa la proiezione in due punti da ciascuno dei quali par- 
tono tre rette della sezione, quindi l'immagine avrà in corrispondenza due teme di punti 
doppi diversi da O sopra due cubiche piane di K. Il che collima con un bel teorema del 
prof. Severi (SnU« int«r9eeioni, etc, n," 22). 
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sezione della V\ col cono quadrico proiettante dal piano di C, gli St tan- 
genti alla V\ nei punti di C, dunque essi riempiono una Vj,' che ha in ogni 
punto di 0* un punto triplo. 

Una sezione iperpiana generica delta F; contiene oc* coniche e per ogni 
conica delta V\ passano <xj' iperpiani, dunque la V\ contiene un sistema di 
coniche oo' e per due suoi punti generici ne passano oo'. Segue per l'osser- 
vazione precedente che le rette della V; si distribuiscono in oc' Fj" con al- 
trettante coniche triple nelle coniche . della F;. 

65." Notisi prima di procedere oltre che il luogo delle 'x' coniche 
della VI passanti -per due suoi punti generici è una quadrica. 

Infatti se si immagina di proiettare la F^ da un punto generico A dello 
spazio ambiente sopra un S,, per il punto A passano oo' corde della V] e 
ogni St condotto per A ne contiene una, dunque queste <3o* corde riempiono 
UD St, che avrà in comune con la Vi una superfìcie. Ma tale superficie non 
potrà essere ctie una quadrica, per conseguenza: 

La V] contiene oo* quadriche ordinarie. Per ogni coppia di punii generici 
di V\ ne passa una ed una sola. 

li fatto che gli oc' S, contenenti le quadriche di V, riempiono semplice- 
mente lo spazio ambiente dà luogo al teorema: 

Per ogni punto detl'S-, paesano oo' S^ tangenti della V\: il luogo dei loro 
punti di contatto è una conica: coeicchè il sistema oc' deite coniche di V\può 
farsi corrispondere Òiunivocatnente ai punti di un S-, . 

Adoperando una locuzione introdotta dal prof. Severi in una sua Me- 
moria più volte citata, questo teorema può enunciarsi dicendo che Vultimo 
ceto (u,) della V\ è uguale a % Crediamo inutile a questo proposito intrat- 
tenerci sul calcolo degli altri due ceti ; si trova facilmente t», = 10 e w, = 8 (*). 

Nello spazio rappresentativo le co' quadriche della V\ hanno per im- 
magini le quadriche che passando per tagliano K in una quartica gobba 
dotata di punto doppio e ie coniche della FJ hanno per immagini delle 
coniche quadrisecanli K, dunque: 

iSe si considera in un S, una rigata del quart' ordine vi sono <x' qua- 
driche ordinarie die la segano in quartiche gobbe nodali; di tali quadriche non 



(") Anche per la V\ di S,, studiata precedentemente, i valori dei tre ceti sono «i = 10: 
•, = 8; ai, — 2. Ciò significa, per un teorema del prof. Sm-BRi {loc. cit. ii." 3), che la V\ 
non ha putiti doppi impropri. 
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ne passa cke una per due punti generici dell' Si- Inoltre il sistema <x' delle 
coniche quadrisecanti la rigata è una varietà razionale. 

Due quadriche secanti K in quartiche nodali hanno in totale quattro 
punti comuni. Ma di questi uno cade in 0, altri due stanno parimenti su K, 
dunque non ne resta che uno esterno a K- Ciò significa che: 

Due qua-dricìie generiche della V\ hanno un sol punto comune. 

Se A e B sono due punti generici della FJ, la quadrica ciie passa per A 
e B mostra che vi sono due rette di V\ per A che si appoggiano a due rette 
della V\ passanti per B; e si potrebbe vedere che queste sono le sole rette 
incidenti della V\ uscenti da. A e B rispettivamente, dunque: 

/ coni cubici riempiti dalle rette che escono dai punti della Fj si tagliano 
a due a dite in due pttnti. 

56." I coni cubici delle rette di F; uscenti dai punti dì una sua retta a 
riempiono una V, che ha per immagine nello spazio rappresentativo la F, 
delle corde di K appoggiate a una sua corda generica. Ma questa è una FJ 
passante per A', dunque quella è una Vi sezione dì Fi con un iperpiano 
ad essa tangente (si riconosce subito) in tutti i punti di a. 

ò?." I piani dello spazio rappresentativo che contengono le ce' coniche 
di K sono, come è chiaro, immagini dico' piani della F;, poiché ogni retta 
di uno qualunque di essi, essendo corda di K, è immagine di una retta di F'. 

Ora si consideri la rigata razionale normale Fj di S^ da cui K si può 
immaginare ottenuta mediante proiezione da un punto esterno P. 1 piani 
delle coniche di Fj sono i piani secondo cui si intersecano gli iperpiani cor- 
rispondenti di due fasci proiettivi aventi per assi gli S, dì due coppie di 
generatrici della Fi, quindi il loro luogo è una V\ razionale normale con oo' 
rigate quadriche direttrici i cui S, riempiono semplicemente lo spazio ambiente. 

Ne segue che il luogo degli oo' piani contenenti le coniche di £" è una VI, 
avente un piano direttore doppio nella proiezione della quadrica direttrice 
della Fi razionale suddetta, che è contenuta in un S, passante per P. Poi 
siccome questo S, taglia la Fj in una linea e perciò in una cubica gobba 
una cui corda passa per P, si conclude che il piano direttore doppio della Fi 
contenente i piani di it è il piano delle due generatrici di K uscenti dal 
punto doppio improprio. Sopra un tal piano, infine, i piani delle coniche 
di K tagliano le tangenti di una conica. 

Dalle cose dette segue subito che: 

Gli oo' piani della V't costituiscono una sezione iperpinna e quindi il 
loro luogo è una Vi razionale (normale in un SJ con un piano direttore 
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doppio & su cui gli altri piani segnano le tangenti di una conica, cioè Viper- 
piano contenente questa Vi tocca la Vi in tutti i punti di S. 

58." Sulla F; di S, studiata dal prof. Segre {") crediamo inutile tratte- 
nerci minutamente. Ricorderemo soltanto che essa può rappresentarsi sema 
eccezioni sulla varietà delle coppie di punti di due piani, e allora poiché la Vi 
di S, con due sistemi di rette A. e M può sempre riguardarsi come una se- 
zione iperpiana di una tale V'„ si avrà che: 

La Vi di Sì (a curve sezioni ellittiche) con due sistemi di rette si ptiò 
rappresentare biunivocaviente senza eccezioni sulla varietà delle coppie di punti 
coniugati in due sistemi piani reciproci. 

Così una Fj di S, a curve sezioni ellittiche si può sempre considerare 
come la sezione di una V\ di Seghe eseguita con un certo S,, dunque: 

La Vi di St a curoe sezioni ellittiche si può riferire ^univocamente senea 
eccezioni alla varietà delle coppie di punti otuologhi in due piani riferiti qua- 
draticatnenfe. 

È noto inoltre che gli S» contenenti le Fi razionali nonralì delle Vi, 
oppure gli S, che ne contengono le quadriche, o infine gli S, tangenti alla 
V; hanno per luogo una F? di cui la F; è da considerarsi come varietà 
doppia, dunque : 

, Il luogo degli S, conteneìdi le rigate cubiche normali di una FJ di S, (a 
curve sezioni ellittiche) con due sistemi di rette A e M, oppure il luogo degli 
S, che ne contengono le cxj' coniche, o infine il luogo degli S, tangenti è una 
V, , per la quale è doppio ogni punto della FJ . 

Questa FJ può definirsi, volendo, come la forma riempita dalle corde 
della Vi (al pari della F? rispetto alla FJ) , e quindi le corde della Fj 
non riempiono lo spazio ambiente, ossia essa è priva di punti doppi ap- 
parenti. 

Alcune considerazioni che qui non riporto perchè non mì è ancora riu- 
scito di presentarle in maniera compiuta, mi fan pensare che le V, dì S^ {r^ 7) 
le cui corde non riempiono una F, rientrano fra le F, a spazi tangenti mu- 
tuamente secantisi: se ciò fosse il teorema che ho dimostralo nella Nota di 
Palermo già citata, darebbe una nuova proprietà caratteristica di alcune 
delle F, a curve sezioni ellittiche. Qui mi limiterò a far notare che il luogo 
delle corde della V\ con una retta doppia è la FJ proiettante dalla retta 



(") Seghe, loc. cit., n,° 
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doppia la jV^ contenente le corde di una superficie di Veronese, e il luogo 
delle corde della Vi di Veronese è una F;°(*). 

ÓQ° Prima di lasciare questo argomento delle V, a curve sezioni ellit- 
tiche, osserveremo che esse danno per proiezione da loro punti delle note- 
voli forme cubiche di S^. 

La Fi di Si proiettata da due suoi punti generici A e B sopra un S^ 
dà luogo a una V] con due &', « e p immagini dei punti della V\ infinita- 
mente vicini ad ^ e B, e la quadrica della F; che passa per A & B dà. luogo 
a una retta l {intersezione di « e P) doppia per la FJ. 

I due sistemi oc* di quadriche di K; passanti per A o B, rispettivamente, 
danno luogo a due sistemi oo' di piani appoggiati secondo rette ad « o ? 
rispettivamente, tali che per ogni punto della V\ passa un solo piano di 
ognuno dei due sistemi. 

Due piani dello stesso sistema non hanno in generale punti comuni, in- 
vece due piani di sistemi differenti hanno sempre idi, punto comune. 

Chiameremo piani del sistema [«] quelli che tagliano a in rette e piani 
del sistema [pj i rimanenti. 

I coni cubici delle rette della V\ uscenti àa A e B si proiettano in due 
cubiche gobbe k^ e ft^ situate in « e fJ rispettivamente, le quali hanno due 
punti comuni su (, come i coni obbiettivi hanno due punti comuni sulla qua- 
drica passante per A e B. 

Un iperpiano che passi per Ì'S, tangente in un punto A alla Fi e poi 
passi per un altro punto X della Fj contiene la quadrica della Vi che passa 
per A ed X poiché ne contiene il punto X e due rette per A, dunque la se- 
zione iperpiana della V\ ad essa corrispondente è riempita da oo' quadriche 
passanti tutte per A. 

Ne segue che se si considerano gli iperpiani passanti per B e per !'5, 
tangente alla Vi nel punto A, essi tagliano la V\ in Fi per B con un punto 
doppio in A che si proiettano in coni quadrici della FJ: precisamente in coni 
quadrici formati dai piani del sistema [a.]. Uno di questi coni quadrici sarà 
la residua intersezione delta F*' con un iperpiano {S,) del suo spazio pas- 
sante per «: quindi esso conterrà un piano di p e avrà il vertice su g. 

Anzi, se si osserva che un iperpiano passante per B e per l'S. tangente 
alla F; in A contiene tre rette della Fj uscenti da B, di cui due si appog- 



(*) L'ordine di questa V, può calcolarsi mediante le formule date dal prof. Seorb nella 
Nota citata al n." 9. I piani trisecanti della Vl riempiono poi una Vi, 
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giano al cono cubico delle rette uscenti da A, mentre la terza ai appoggia 
in un punto a ciascuna delle ao' quadriche costituenti la sezione della V^, col 
considerato iperpiano, si conclude che gli oo' coni quadrici ora considerati 
hanno i loro vertici sulla cubica ftj. 

Nello stesso modo si dimostra che *^ è il luogo dei vertici dei coni qua- 
drici intersezioni residue della V, con gh iperpiani passanti per P, e dopo 
ciò è chiaro che &! e AJ sono linee doppie della V',. 

Notisi che i piani di fa] tagliano « nelle corde di A^ e i piani di [fij ta- 
gliano fi nelle corde di A^, quindi gli S, che proiettano, per es., i piani 
di [a] da due piani di [p] descrivono intorno a questi due piani due stelle 
proiettive. 

Questo dimostra che la V, di cui qui si parla è caso particolare della 
V; studiata dal prof. Venekoni (*) e generabile mediante stelle di iper- 
piani proiettive. La sestica ellittica che nel caso generale costituisce il 
solo luogo dì punti doppi della V, si spezza qui nelle due cubiche gobbe 
K e &;. 

60." Molto più notevole è la V; di S^ che si ottiene proiettando da 
tre suoi punti generici A,, A,, A, la VI di Ségre. 

Come già si è detto, questa V, contiene due sistemi oc'- di piani e te- 
nendo conto, per es., della sua rappresentazione sulla varietà delle coppie 
di punti di due piani, si vede subito che essa contiene od* quadriche ordi- 
narie e oo' superfìcie di Vbhonese per modo che per due suoi punti ge- 
nerici passa una quadrica e per quattro punti generici una superficie di 
Veronese. 

Allora i sei piani di V, uscenti da A,, A^, A^ e le tre quadriche pas- 
santi per (A,, A3), (A», A,) e (-4,, A,) hanno per immagini nove rette 
doppie della V\, e inoltre, i due sistemi di piani della VJ, le tre reti di 
quadriche passanti per A,, A^, A, rispettivamente e la rete di superficie 
di Veronese passanti per A^ At A^ danno luogo a sei sistemi 00' dì piani 
della V^, i piani di ciascun sistema appoggiandosi in punti a tre di quelle 
nove rette. 

La Vi contiene nove S, congiungenti le nove coppie di rette sghembe 
che possono formarsi con le nove rette doppie, etc, etc, etc. 

Questo basta per riconoscere che la V; a cui si perviene è quella stu- 

(*) Intorno ad un fascio di varietà cubiche fleti» spasio a cinque dime naioiii (fìendìc. del 
R. Ist. Lombardo di scienze e lettere, serie II, t. XXXVIII, 190&). 

JhnoIì di Matematica, Serie 111, Tomo XV. 35 
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diata già dal prof. Pbhazzo (*) in una sua Nota del 1901 e della quale 
pertanto potrebbe rifarsi con tutta facilità la teoria partendo dalla V; di 
Seghe (*♦). 



Le altke vakibtà a curve sezioni ellittiche. 

61." La discussione fatta per le varietà a quattro dimensioni dimostra 
già che una VZ di S,+t_, non conica per *>* non può avere che l'ordine 
» = 5, 6 (•**) ; ma è facile vedere che anche per n = 6 e & >■ * le V" si ridu- 
cono a coni. Sia {poiché basta limitarsi al caso di ft = 5) V; una varietà a 
curve sezioni ellittiche di S,. La sua sezione iperpiana generica sarà: 

a) una V, di Segre, oppure 

b) una y; con piano doppio, situata sopra una Vi proiettante da un 
piano una superficie di Veronese; 

e non saranno possibili altri casi se non si vuol supporre fin dal prin-' 
cipio che y; sia un cono. 

Nell'ipotesi a) la VI sarà rappresentabile punto per punto sopra un S, 
e le sezioni iperpiane avranno per immagini le forme cubiche di un sistema 
lineare oo' passanti per una varietà K del 3." ordine e a tre dimensioni si- 
tuata sopra una quadrica Q. Di più le sezioni iperpiane generiche di K e 
(ti Q dovranno essere una rigata cubica normale e il cono quadrico a tre 
dimensioni con retta doppia che la proietta dalla sua direttrice. Ma allora Q 
dovrà avere un piano doppio in e K dovrà essere il luogo di oo' piajii ap- 



(*) Sopra wna forma CHbica con tioae rette doppie, etc. (Atti deila R. Accad. delle Scienze 
di Torino. 1901). 

(••) Sulle fonne cubiche dell'S, cui danno luogo per proiezioni le V, a curve sezioni el- 
liUiche non giova fermarsi dopo la nota ed esauriente trattazione del prof. Seqre. Pure non 
sarà fuor di luogo notare incidentalmente come lo studio della V' dì S^ con 10 punti doppi 
diventi rapidissimo quando si consideri la Vt come proiezione da cinque suoi punti gene- 
rici della Vi (di S,) di Veronese. 

("••) Infatti per«>6ogmsua sezione con un S»-Hi è una V" normale a curve sezioni el- 
littiche e tale VT per «>« è un cono. 
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poggiati ad u secondo rette. D'altra parte una V, tti S^ riempita da oc' piani, 
che non sìa la V; razionale normale (e K non sarà una tale VI perchè ha 
un piano direttore) non può essere che un cono proiettante da un certo 
punto una rigata cubica normale, quindi K coinciderà con un tal cono e Q 
sarà la quadrica con piano doppio che lo proietta dal suo piano direttore. 

Ciò posto si consideri io un S^ una W; ottenuta proiettando da un 
punto V una V\ di Segre e presa una sua qualunque cubica gobba C si 
immagini di proiettarla dallo spazio di questa C sopra un S^. 

Da un punto della C escono due S, della Wl, cosicché variando il 
punto su C, si hanno due serie (x>' di S,, il luogo dell'una (*) essendo una 
V\ conica col vertice V proiettante da V una VI razionale normale di un S^ , 
il luogo dell'altra essendo una V, conica proiettante da V una V; razionale 
normale (luogo di oo' piani) di un S^. Segue allora che l'immagine della 
T.; neU'5i su cui si fa ta proiezione sarà un piano passante per l'immagine 
V di V, poiché la V, sta in un S, passante per C, e che l'immagine della 
Vj è una Vi conica col vertice in V", ogni iS. della F; avendo per imma- 
gine un St della V\, poiché sta con la C in un S,. Ma allora il sistema 
delle forme cubiche rappresentante le sezioni iperpiane di Wt è un sistema 
riducibile per trasformazione omografica al sistema di forine cubiche della 
Vi prima considerata, dunque VI è un cono al pari di WJ . 

Nell'ipotesi b) la VI dovendo esser tagliata da ogni iperpiano in una V; 
con un piano doppio, dovrà possedere un S, doppio S; e dovendo esser ta- 
gliata (si vede subito) da ogni S, per S in quattro S,, si comporrà di c<o' 
S, appoggiati a j secondo piani. Di più gH (x' S, proiettanti da S questi 
cx>' S, saranno gli St proiettanti da S i punti di una certa superficie di 



Ognuno degli oo* coni quadrici proiettanti da 8 le coniche di questa su- 
perfìcie conterrà della V; una K che, dovendo esser tagliata da ogni iper- 
piano in una V{ conica, sarà una V^ ottenuta proiettando da una certa retta 
una rigata cubica normale, dunque avremo in S «>' piani, tracce su i degli 
Od' jS, della VI, e oo' rette, vertici della oo' V\ corrispondenti alle ex' coniche 
della superficie di Veronese. Poiché ogni S, della Vi fa parte di oo' F' , cor- 



(*) Da un teorema dimostrato precedentemente (n.* 29) segue che una V' di SeanK con- 
tiene due sistemi oo'* di cubiclie gobbe e che i piani della V* uscenti dai punti di una sua 
cubica gobba riempiono due V„ distìnte, razionali normali, la prima dell'ordine 3, la se- 
conda dell'ordine 6. 
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rispondentemente al fatto che per ogni punto di una superficie di Veronese 
passano oo' coniche, conchidiaino che quelle oo' rette di 8 formano una con- 
gruenza con oc' piani singolari, cioè una stella ordinaria di centro V. Ma 
allora la Vi è un cono di vertice V", e. d. d. 

62." Per dimostrare invece l'esistenza di Vi (appartenenti a spazi a 8 
dimensioni) e F; {appartenenti a spazi a 9 dimensioni) a curve sezioni el- 
littiche' non coniche, ammettiamo provvisoriamente che una Vj esista e stu- 
diamone le proprietà della rappresentazione sopra un S,. 

La rappresentazione sarà ottenuta mediante proiezione dai piano di una 
conica della VI: le immagini delle sezioni iperpiane saranno forme cubiche 
con una FJ base, luogo di oo' S,, dotata di un piano doppio 8 (polche ogni 
S, delVSt deve tagliarla in una V; con un punto doppio improprio), e il 
resto degli iperpiani dell' jS, rappresentativo rispetto al sistema di queste 
forme cubiche sarà il cono quadrico proiettante da 8 la TJ. 

La V\, essendo costituita da oc' S,, potrà considerarsi come proiezione 
di una W\ razionale normale di S, da un punto esterno 0. Considerando 
la W*t come rappresentata, nel modo indicato dal prof. Seghe, sopra la va- 
rietà delie coppie di punti di una retta, r, e di un S,, «, si vede subito che 
essa contiene <x' quadriche ordinarie, ognuna di esse essendo rappresentata 
dalle coppie di punti di r e dì una retta di a, e sì vede anche che per ogni 
coppia di punti della W*t di queste quadriche non ne passa che una sola. 
GU S, di queste ac* quadriche riempiono semplicemente VS- della Wj, quindi 
la V; essendp ottenuta dalla ir; per proiezione da conterrà (come appunto 
si voleva) un piano doppio & e oc* quadriche ordinarie. 

Ora è chiaro che gli S, dell'S, rappresentativo contenenti le quadriche 
di V"; (in particolare, uscenti da S) rappresentano 5, della VI e poiché gli S, 
uscenti da H tagliano su quattro S, contenenti quattro quadriche generiche 
della V"; quattro spazi omografici, anzi prospettivi, si conclude che gli oo' S, 
della Vi aventi per immagini gli oo' S, dello spazio rappresentativo uscenti 
da S, formano sulla VJ un sistema ì£ che sì può immaginare come generato 
congiungendo i punti omologhi di certi quattro 5, proiettivi, aventi (come 
le loro immagini) due a due un punto comune e in esso un punto unito. 

Arrivati a questo punto si potrebbe dimostrare l'esistenza della VI fa- 
cendo vedere che si possono costruire in un S, quattro S, proiettivi cosi 
che gli iS, congiungenti ì punti omologhi generino una V;, ma si può evitare 
ogni ulteriore ragionamento osservando che una Vi del tipo di quella che 
andiamo cercando (e tutte queste V"; sono proiettivamente identiche) è for- 
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nita senz'altro dalla Vi di S, che rappresenta nella nota maniera la varietà 
delle rette di uno spazio a quattro dimensioni. 

Allora non solo resta dimostrata l'esistenza delle VI di S» e delle VI 
di S,, ma sì vede anche la ragione intima di alcune proprietà proiettive già 
esaminate delle VI di S» e della F; di S-, e si ha una via semplice per lo 
studio della VI di S, e della Vi di S, {*}. 

Così per es. la Vi di S, potrà rappresentarsi sulla varietà delle rette di 
un complesso lineare di S,, quindi conterrà un 5, e oo' S, appof^iati a 
questo in punti, etc, etc. 

Si osservi ancora come dalle cose dette qui intorno alla rappresenta- 
zione della Vi, della VI e della V; sopra un S,, un S. o un S, e da quelle 
stabilite dai proff. Enriques e Del Pezzo intorno alla rappresentazione delle 
Vi e Vi sopra un S, o un S, , risultin'o delle notevoli rappresentazioni; 

a) della varietà delle rette di un S, sopra i punti di un S, ; 

b) delle rette di un compleaso lineare di un St sopra i punti di un S^ ; 
e) delle rette comuni a due, tre o quattro complessi lineari di un S, 

sopra i punti di un S„ di un iS, o di un S^ . 

Nel 1." caso, le immagini dei vari complessi lineari dell'iS^ > io tutti gli altri, 

le immagini delle intersezioni della varietà considerata con i vari compiessi 

lineari dell'S^ sono costituite da forme cubiche a ó, 4, 3, 2 e 1 dimensioni. 

63." Dimostriamo ora che per ft>.6 anche le Vi di S^+, si riducono 

a coni, e per questo basta limitarsi al caso in cui k = l. 

Supponiamo per un momento che V", sia una varietà a curve sezioni 
ellittiche di S,^ e facciamone la proiezione sopra un S-, dal piano di una sua 
conica qualunque. La proiezione risulterà biunivoca e la varietà base del 
sistema oo" delle forme cubiche immagini delle sezioni iperpiane dovrà es- 
sere una Vi riempita da cx)' S. . Ora se si indicano con m', m', m", «*" gli 
ordini delle V,, V,, V,, T. direttrici minime che tagliano in S„, S,, S, o S, 
gh St generatori di una Wl razionale normale di cui questa VI sia (eventual- 
mente) proiezione, deve aversi m' ^ m" — m'^ m" — m' ^ 4 — m" (•*) e d'altra 
parte è impossibile soddisfare a queste disuguaglianze con numeri interi, 



{•) In particolare BÌ-potranno scrivere le equaKioni delle Vi(fc = 6, 5, 4, 3, 2) di Sh^i 
esse si otterranno in ogni caso ponendo cinque equazioni quadraticlie fra le coordinate 
correnti. 

(•") Bgllatalla, Sulle varietà rmionnli normali, etc. (Alti della R. Accad. delle Scienze 
di Torino, Voi. XXXVl, 1601). 
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dunque la Vi è necessariamente un cono, e allora segue nel solito modo che 
anche la V? è un cono ottenuto proiettando da un punto una V; di S,. 
64." Riassumendo le ricerche qui compiute possiamo dire: 

Utui Vi a Curve sezioni glittiche o è una oc' ellittica di Si_, 0, se »>-3, 
è razionale. In quest'ultimo caso o è un cono o è proiezioìie di una Wi nor 
iitale non conica di uno spazio a k + fc — 2 dimetisioni. 

Le W% razionali normali non coniche di <S'„^i._, si riducono poi per &> 3 
{ed n>3): 

a) alle V; basi dei fasci di quadriche di un S,.^3, 

b) alla VI di S, che rappresenta nel solito nwdo la varietà delle rette 
di un S„ e alle V't (di S,) e V\ (di S,) che si ottengono da essa tagliandola 
mediante spazi a S o 7 dimensioni, 

e) alla V\ (di Sf) del prof. Seghe e alla V, (di S,) intersezione residua 
di un cono VI pr(Hettante da un piano una superficie di Veronese e di utui 
quadrica che passa pel vertice di Vt ed ha comune con esso uno dei suoi oo* 
coni quadrici a qttattro dimensioni. 

65° Tenendo presente la rappresentazione della V^ di 5, sopra le rette 
di un S, si vede subito che essa contiene oc* &',, ^li <x' S^ uscenti da un 
punto qualunque costituendo una V*, proiettante da quel punto una V* ra- 
zionale normale: taU S, infatti non sono altra cosa che le varietà della V; 
corrispondenti alle rette dell'S, uscenti dai vari suoi punti. 

Sulla y; si hanno ancora oc' quadriche a quattro dimensioni, per due 
punti generici della V"; passandone una sola; esse corrispondono agli oc' 
spazi (ordinari) rigati delt'S, e quindi si tagliano a due a due in piani. 

Le due V; costituite dagli 5, che escono da due punti A e B della l'^ 
si tagliano in una FJ: la quadrica V, passante per A e B contiene due si- 
stemi oo' di S3 passanti per A e due tali sistemi per B; dei due sistemi 
per A (o per B) uno è formato di S, situati negli S, per A (o per B), l'altro 
di St direttori delia VI da essi costituita; inoltre tale quadrica V\ contiene 
la VI secondo cui si tagliano le due VI. 

Infine si vede facilmente che un iperpiano il quale passi per 1*5, tan- 
gente in A alla VI e poi per un punto X della varietà stessa, contiene la 
quadrica V\ passante per A e per A' perchè ne contiene una VI ed un punto: 
dunque una sezione della V; con un iperpiano tangente è composta di oc' V;. 
Cift che del resto è immediato se si pon mente all'S, rappresentativo. 

66." Ora supponiamo di proiettare !a V'i di S» da due suoi punti A 
e B sopra un S-.. Si avrà una V, con due S^, che rap presente l'anno i punti 
della y; infinitamente vicini ad A e B e che chiameremo « e B. 
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La quadrìca (a quattro dimensioni) della VJ che passa per A e B, stando 
in un Sj per A e B, si proietta nell'ó', X comune ad a e P, e si riconosce 
subito die ogni punto di > è doppio per la VJ. 

Le ao' V, per A danno luogo a oo' S, della V"; costituenti un sistema [a.]; 
così si hanno altri oo' S, costituenti un sistema [p]. 

Gli S, di [«] si appoggiano ad « secondo Ss, e così quelli di [p] a p. 

Due S, di uno stesso sistema si tagliano secondo una retta: due 5, di 
sistemi diversi si tagliano in un piano. 

Le due V] di VI uscenti dai punti A ^ B danno luogo a due V\ razio- 
nali normali situate in a e p; e come le due V\ hanno comune una V^ sulla 
V\ per A & B, così le due V; in « e p, che chiameremo K\ e ffj, hanno 
comune una V\ suU'S, X 

Una sezione iperpiana con punto doppio in A si proietta in una qua- 
drica contenente oo' S, residua intersezione della VJ con un iperpiano (S,) 
del suo spazio passante per «; tale quadrica VJ, contenendo oo' S,, ha un 
piano doppio situato in p, anzi su X'J. E lo stesso può ripetersi per il punto B. 

Ne segue che la V\ , oltre Io spazio doppio \, ha anche due V\ doppie, 
K% e K'g, le quaU si tagliano su \ in una quadrica ordinaria; gli S, di [a] 
tagliano ^ nei piani di A.^ e « negli S, contenenti le quadriche (ordinarie) 
di K%, e analogamente per gli 5", di [P], etc, etc. 

Tutto ciò dimostra che la V\ in discorso è caso particolare della VJ che 
si ottiene in un S^ come luogo degli 5, secondo cui si tagliano gli iperpiani 
omologhi di tre stelle proiettive aventi per centri tre S, . 

Tale V\ contiene due sistemi oo' di S, e ha una Vi doppia a curve se- 
zioni ellittiche con due sistemi di rette; quindi essa non è altra cosa che 
la varietà delle corde di questa VX (n." 58). 

Il suo studio, allora, è implicitamente contenuto in quello della r; con- 
tenente le corde di una V\ del Segre, forma cubica che dà per sezione con 
un 5, la forma studiata dal prof. Vekeroni nel lavoro che già abbiamo avuto 
occasione di citare. 

Notisi che se si volesse considerare la forma cubica generata da tre 
stelle proiettive di iperpiani di un S, aventi per centri tre S, (e lo stesso 
dicasi per spazi di dimensione più elevata) questa non presenterebbe più 
alcun interesse, perchè si ridurrebbe ad un cono; ad un cono, cioè, proiet- 
tante dal punto comìane ai tre St una V"; di Seorb. 
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Sur la convergence uniforme 
d'une classe de séries infinies. 

(Par Niels Nielsen, à Copenhague.) 



Ija méthode que l'on applique ortlinaìremenl pour détenniner le cliariip 
de convergence d'une sèrie de puissauces m'a conduit au Ihéorènie general 
suivaot : 

I. Désignons par 

f.(x). AM, /,(«) /-.w,... (1) 

uìte suite ilUmitée dee fonctions, felle que f^ (x) est finie et détermiiiée, tandia 
que la sèrie à iernies positifs i | f, {x) — /"„ ^.i {x) \ ent uniforìmnient convergente, 
quand la variable x paramrt un ensemble infini quelconqtie K; nupposona 
ensuite convergente la «érte :ia,, la nouvelle gène infinte Sa„f,{x) est unìfor- 
méntent convergente dans l'ensemble K. 

Considérons le terme de reste de la sèrie %a,f,(x), savoir 

-B.0. = f».^. /".+. (ic) +*-+. A+. (a=) H 1- o.^ U^ (x), 

où p désigne un positif entìer quelconque, puis tiiettons 

S. = Oo + o, + o, H h »- ; «- = S„ — 5„_, , 

nous aurons immédiatement pour M.j, celta aulre expression : 

R., = (5.+, /.,„ (X) - S.„ /.H ^ 4-""|^'s,+. (/„, (x) - /.^.,, (x)^ . Ci) 

Or, la sèrie Sa. élant convergente, il est possible de déterminer une 
quantité positive et finie G, telle que pour toutes les valeurs de tn 

G>|S-;- (3) 

Cela pose, désignons par £ une quantité positive donnée auparavant et 

AnnaU di MeOematiea, Serie lU, Tomo XV. 3A 
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étant aussì petite qu'oti le veut, il est, en vertu de la convei^ence uniforme 
de la sèrie sj /", (as) — /■.+, (a!)|, possible de déterminer un positif enlier iV, , 
de sorte que pour n>N,, tandis que p désìgne un positif entier quelconque, 
nous aurons constainment quand x parcourt l'ensemble K 

I '^'-S.^. i^U {^) - /■-+.+. (^)) I è « .'^' I Ur {X) - /•„+,+, <a;) I < G . =. (4) 

Posons ensuite généralemeut 

F. (x) = "^' (/■, (x) - U, ix)j = ^ {X) ~ f. (X), 

la convergence uniforme de 21/, (jb) — f,^t{x)\ ne montrera seulement que 

lim F, {x) = U {x) — lim U (i») 

est une fonction finie et détermìnée, quand x parcourt l'ensemble K, mais 
de plus que nous aurons pour M>iV, , tandis que p est un positif entier 
quelconque 

I F.^ {^) -F.{x)\ = \ U, {X) - /■. {X) I < z. (5) 

Or, nona avons identiquement 

S.+, (.^ {X) - S.„ U. (x) - (S.„ - S.+,) U (a!ì+ S.+, (/■.+, (X) - U, (»)) ; 

soit ensuite Gì une Ielle quantité positive et tinie que nous aurons coustum- 
ment 6, > | /„ (x) \ pour toutes les valeurs de ni, quand x parcourt l'en- 
iiemble K, il est possible de déterminer un positif entier Nj , tei que nous 
aurons pour n^iV,, 

! 5.4, f.^ {x) - S^,, (X) Ui (X) |< {G + G.) t, (6) 

où p désigne un positif entier quelconque, tandis que x appartieni à l'en- 
semble K. 

Cela pose, désignons par N le plus grand des nombres N^ et jV, , nóus 
aurons finalement, en vertu de (2), (4) et (6), pour « ^ A', 

|iì..,|<(9G + G0£; . (7) 

c'est-à-dire que la sèrie 2 », f, {x) est uniformément convergente dans l'en- 
semble K. 
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d'une daase ds sériea inflnies. 



Il est évident que l'inégalité (7) garde sa validilé encore, si l'on suppose 
la sèrie sa, oscillante entre des limites finies, tandis que la suite (I) satis- 
fasse à la condition ultérieure 

lim /; (ce) = 0. (8) 

Le tliéorème que nous veQons de démontrer est évidemment une géne- 
ralisation de celui donne par P. du Bois Reymokd et Dedekind. 



Gomme première application considérons la sèrie de Dirichlet 

où les coefficients e. sont des nombres quelconques indépendants de x, tandis 
que la suite illimitée des nombres positifs 

\, 1,, >„..., ■X.,... 

doit aatisfaire aux deux conditions suivantes 

^-+1 1> K I lim \^ + 'X: 

Pour étudier la sèrie (9) désignons par p un nombre fini tei que la 
sèrie Z>(p) est convergente; posons ensuite 

a; — p = ot-f-ip, «>0 

1 1 



ìf' ^■^'^^^Tz^-K^' 



nous aurons évidemment 



posons encore 3 = log X^i — log X, >■ 0, nous aurons 

I /,(«=)-/.+. COI | «^-e-^ I, . l-e-'^ 
■t^T' — K^, ~\ e*- -I ~| "^ e*"-l 
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ce qui donnera, sans peine 






Si- 



li -et-*'» 



-1 + 



Sp 



Or, S et a etani positifs et p réel, nous aurons 



8. 
e*-— 1 ■ 



d'où finalemenl 



f. (X) -/■.+, (X) ! < 1 + LEI (1-. _ J.- ) ; 



(10) 



cette inégalité et la démonstration précédente sont dues à M. Jensen. 

Considéroiis maintenanl l'ensemble K des iiombres finis complexes x 
telles que pour 



il (loit étre possible de déterminer une quantité positive finie O, teUe que 
nous aurons constamnient ' P | ^ G et une quantité positive g, telle que « > ff. 
Gela pose, nous aurons en vertu de (10) 



(11) 



d'où avec plus forte raison 

1[ i f.^, w - /.t^. w i< (i + ^) *^. ■' 

c'est-à-dire que la sèrie :£\f,(x) — f.+i{x)\ est uniformément convergente 
daus l'ensemble K. 

Supposons ensuile non convergente la sèrie D ( p ) , puis mettons 
a; — p = a + i p, a < 0, il est évident que la sèrie D (x) ne peut jamais con- 
verger; c'est-à-dire que nous avons démontré ce théorème : 

li. Le champ de convergence d'une sèrie de Dirichlbt est l'ensemble des 
valeurs de x qui satisfont aux conditions \x\<G et if (a;) >• X. Supposons 
'.x\^G et fl(x)>l. + S, S désignant une quantité positive arbitrairement 
petite mais assignable, la sèrie D (x) est toujours uniformément convergente et 
sa somme représenle par conséquetii une foncHon analytiqtie de x. 
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d'ttne elasse de séries infintea. 



La déterminatìon du champ de convergence de D{x) appartieni à 
M. Jensen, tandis que la démonstration de Vuniformité de la eonvei^nce 
semble ètre nouvelle. 



Gomme seconde application considérons la sèrie de factorielles 

où les coeCficients e. doivent étre indépendants de x; nous définissons comme 
champ de convergence de o(a;) le domaine, où cette autre sèrie 

fHx) ^ "=f" ni e. _ 

r{x) ^ f{x+n+l) 
est convet^nte. 

' Désignons ensuite par p un nombre tini, tei que la sèrie n (p) est con- 
vei|;ente, puis mettons 

*■ p(p + l)...(p + „) f'^""' xix-\-l)...(x + n) 
nous aurons 

f(x)~f (x)--J MP+I).. ■(? + ") 

r.W ^+.W-a,(a,_,) {x + l){x + t)...{x + n+lì' 

où bien, en introduisant la fonction 

r.(x)== 444^4^^^^ • ìimrAx) = rix), 

cette autre expression 

r,+,('«+t) 



{13) 



"a;{aj-p) r.+. (p) („ + !)■+'-* 
Posons maintenant 

ar — p=ia-|-ìp, «>£f>0, 
la formule (13) donnera 

AW-/-.+,(a!)|<^, (14) 
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o"^ |-^,,l<G<oo pour toutes les valeurs de n: c'est-à-dire que rious avons 
démontré cet autre théorème : 

HI. Le champ de convergence d'une sèrie de factorielles evi l'ense/mble dea 
valeurs de x qui satisfont à la condition iì(x)>.>; supposons fl (a;) > X -;- S, 
la sèrie iì (x) est unifonnénient convergente (à l'exception naturellement des 
points a; = 0, — 1, —2,... silués peut-étre dans le champ suadit), et aa somme 
repréaenle par conséqueni une fonction analytique de x. 

Le c)iamp de convergence de n (x) ou bien d'une sèrie beaucoup plus 
generale encore a été indiqué par M. Jensen et démontré par M. Landau; 
la démoustration de l'uniforniité de la convergence senible ètre nouvelle. 

Par le inéme procède on peut trafter la sèrie de coefficients binomiaux 

où les coefficients e. sont indépendants de «; nous trouvons ici ce théorèine 
analogue à III : 

IV. Le champ de convergence d'une sèrie de wefficienta binomiaìix eat 
VenaenMe dea valeurs de x qui satisfont avx conditions \^\'<0 et R{x)';>\. 
Supposons \x\<G et R{x)'^\-\-B, la sèrie B (x) eat uniformément conver- 
gente et aa aomme repréaente par conséqiient une fonction analytique de x. 

Le champ de convergence de B {x) ou bien d'une sèrie plus generale a 
été indiqué par M. Jensen et démontré par M. Landau; la démonstration de 
l'uniformité de la convergence aemble étre nouvelle. 



1 



Revenons maintenant à la sèrie de Dirichlbt (9), où nous supposons 
>, = 1, savoir la sèrie 

C(x)-», + ?'+^+-+^+-- (16) 

que nous supposons convergente, pourvu que ìa partie réelle de x soit plus 
grande que p. Introduisons ensuite la fonction discontinue f{t) de la variable 
réelle t, définie de sorte que pour 
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nous aurons constamment 

f{l) = ^. = rt, + o, + a, 4 \-a„, 

nous trouvons im mèdia teinent 

En premier licu supposons p>0, puis choisissong la partie réeU6 de so 
plus grande que p, nous aurons N 

A.__l_ f o, ( K ? 

d'où en vertu du théorème I 

lim ~'- = 0. (18) 

En second lieu supposons p < 0, de sorte que la sèrie ^ o„ est conver- 
gente; il est évident que la formule (18) garde sa validlté dans te cas aussi, 
pourvu que la partie réelle de x soit positive; c'est-à-dire que nous avons 
dèmontré le théorème suivant, qui n'est certainement pas nouveau: 

V. Stepposo»» convergente, pourvu que la partie réeUe de x soit plus 
grande que p, la serie de Dihichlet (16), natta aurona la formule intégrale 

5M=f>((,r.d,, ■ (19, 



valahle pour les valeurs finies de x, doni la partie réelle est àia foia positive 
et plus grande que p. 

Posons maintenant dans (19) ic + « au lieu de x, nous aurons 

ò 

appliquons ensuite la formule bìnomiale, la sèrie iniinie ainsi obtenue 

/(()("(i -(i-o)"' -2" (-i)"^^ ')■'■»'• (1-0- (21) 
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est certainenient intégrable terme à tenne dans l'ìntervalle ^ < ' ^ 1, où S dé- 
signe une quantité positive aussi petite qu'on le veut, mais d'une grandeur 
assignable. 

Remarquons maintenant que la sèrie infìnie 



If:') 



est absolument convergente, pourvu que la partie réelle de x soit positive, 
tandis que l'intégrale défmie 



\f(t)t-{i~trdt 



est fìnie pour toutes les valeurs de n, pourvu que la partie réelle de a soit 
à la fois plus, grande que p et positive, nous auroRS le théorème suìvant 
qui est peut-ètre nouveau ; 

VI. Supposons plus grande que + 1 la partie réelle de x, tandis gue la 
partie réelle de k est à la fois positive et plus grande que p, nous aurona ce 
développement en sèrie de coefficients binomiatix 

oit Hotis avoìts pose pour abréger 

^■ = (-irJf(0'-(i-o-<ii-J(-ir(") ^f'J.''_~';+" ; m 

la sèrie qui figure au second memore de (^) est aòsolmnent convergente. 

Ce théorème mentre clairement que la fonction D{x~\-k):{x — a) est 
développable selon la formule d'interpolation de Newton. 
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Sulla teorìa 
dell'equazione a derìvate parziali t*>. 

{Di Pietro Bubgatti, a Roma.) 



Oignori, Se dal aiio modesto cantuccio nel gran campo della Scieniui 
levo oggi la voce per intrattenervi un poco su talune questioni matematiche, 
non è certo per far mostra di qualche sapienza, il che sarebbe ambizioso e 
falso; ma col solo tine di manifestare net miglior modo che posso l'interes- 
samento e la fiducia che m'inspira questo Congresso, in cui tanti e sì valen- 
tuomini attendono a ordinare e riunire le sparse fonse per salire insieme 
alle luminose vette del Vero. 

Nell'evoluzione presente del pensiero la teoria dell'equazioni differenziali 
è senza dubbio tra te più belle e importanti; rome quella che assurgendo 
dallo studio dei fenomeni naturali, attinge ulto alto, alle più audaci astra- 
zioni della mente. Es-^a è ttlosofìa e poesia^ scienza ed arte, anatisi e sintesi 
ad un tempo. Le dottrine piCt varie in apparenza intorno ad essa si avvi- 
luppano, s'incontrano, s'annodano. — lo non saprei, pur se avessi ma^ior 
tempo, presentarvi una pittura completa e fedele di questo grande editìzio, 
che l'uomo ha creato nell'ultimo secolo; a tanto mi mancherebbero le forze. 
— Mi stringerò dunque a considerare una sola parte delia teoria in discorso, 
quella che riguarda l'equazioni a derivate parziali; e dì questa, nell' accen- 
nare rapidamente ai progressi fatti e da fare, toccherò solo alcuni luoghi^ sui 
quali sono andato talora meditando; se con ingegno e fortuna non so, aerto, 
con molto amore. Molte cose, del resto, furono dette già da illustri matema- 
tici in varie e recenti occasioni, perciò poco potrò dir di nuovo (**). 



(■) Lettura fatta nel I GoiigreBso del[a * Società Italiana per il progresso delle scienze », 
in Parma, settembre 1907. 

(••) Picard, Kévue gétiérale dea aeiences. — Porbyth, Proeeedittgs of London Xaihemaiieat 
Society, 1907 e Theorie of differenlM eqmtlions. 

Attnati di Matematica. Serie 111, Tomo XV. .37 
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1. Quando una teoria, dopo una rapida elaborazione, è giunta ad un 
certo grado di sviluppo, è .utile, e talora .necessario, rifarsi un pò indietro, 
ed esaminare attentamente i principi e i teoremi che sono a fondamento 
della teoria «tessa. Riguardo all'integrazione dell'equazione a derivate par- 
ziali è d'importanza fondamentale un teorema semplicissimo di Laohanoe. 

Data un'equazione del 1.'' ordine lineare nelle derivate di z rispetto a 
X,, X,,..., x„ se M, = cosi, u, = cost,,.., «„_i = cost. sono gl'integrali di un 
certo sistema ai difTerenziali ben facili a costruirsi, una funzione arbitraria F 
di u,, »,,..., u._, uguagliata a zero fornisce l'integrale generale dell'equa- 
zione proposta. Si può anche dire: ogni funzione F che unita alle u,, u,,..., 
u._, dà un determinante funzionale identicamente nullo, uguagliata a zero 
fornisce un integrale della proposta. Questa proposizione è vera senza dufabio,- 
ma' non sembra vera l'inversa. In questi ultimi tempi è stata proposta, ma 
non risoluta, la questione seguente: Il teorema di Laghangb dà o no tutti 
gl'integrali dell'equazione (•)? È un fatto che esistono certi integrali F=0, 
e sovente dei più semplici e più ovvt, pei quali quel determinante funzionale 
non è nullo identicamente. Esaminando la cosa un po' da vicino, si vede 
che talvolta quel determinante s'annulla in virtù di F = Q, talaltra risulla 
uguale a una costante diversa da zero. Nel primo caso la F non è imme- 
diatamente esprimibile per le u,, Ut,..., »„_,; ma la sì può esprimere mol- 
tiplicandola per un conveniente fattore funzione delle variabili, nel 2." caso 
invece non sembra esprimibile in alcun modo per le u; talché nasce un 
grave dubbio sulla generalità del teorema di Laqhange. La cosa può vedersi 
da un'altro punto di vista. Quando è data un'equazione differenziale della 
forma in discorso, noi supponiamo che la F sia definita implicitamente da 
un'equazione F{x, x,, x,,..., x,) = 0, e con tale ipotesi, per mezzo della de- 
rivazione delle funzioni implicite, rendiamo l'equazione proposta omogenea, 
e concludiamo abitualmente esser necessario e sufficiente che quella iJ*, fun- 
zione di n— l variabili, soddisfi a codesta equazione. Ma sì vede subito che 
se si uguaglia quell'espressione differenziale omogenea a. XF invece che a 
zero, o più generalmente a una funzione che s'annulla per F=0, una sua 
soluzione uguagliata a zero definisce {salvo eccezioni facile a vedersi) una 
soluzione della proposta; e questa soluzione non è sempre deducibile dal 
teorema di Lagranoe. 

In generale noi siamo poco cauti nell'uso delle funzioni implicite ; e ciò 
può infirmare la generalità e la verità dei risultati. 
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Se già per l'equazioni differenziali più semplici nascono questi dubbi, 
che sicurezza possiamo avere degli analoghi risultati per l'equazione non 
lineari e d'ordine superiore al primo? Per esempio, se « = cost e t' = co8t 
sono due integrali ìntermediart del primo ordine d'una equazione .del %° or- 
dine con due variabili indipendenti, f(u, «) = 0, dove fé arbitraria, si suol 
ritenere equivalente all'equazione proposta. Ma questo modo di considerare 
le cose può lasciar sfu^ire infinite soluzioni; e ciò per ragioni analoghe a 
quelle esposte. Farmi dunque giusto di richiamare la vostra attenzione su 
questo punto, sul quale poggia gran parte della teoria in discorso. 

Un'altra questione fondamentale, che occupò molto i matematici, spe- 
cialmente negli ultimi 30 anni, riguarda i così détti teoremi d'esistenza. Nella 
classica dimostrazione della Kowalewski il sistema differenziale, che con- 
tiene tante funzioni incognite quant*è il numero delle equazioni, è risoluto 
rispetto alle derivate d'ordine più alto prese tutte rispetto alla stessa varia- 
bile indipendente. Ciò è molto -particolare. Esistono infatti dei sistemi che 
per nessun cambiamento di variabili sono riducibili alla forma kowalew- 
akiana. E non occorre scervellarsi tanto per costruirne; si presentano spon- 
taneamente in problemi importanti. 

Per esempio, il sistema d'equazioni della defoi'mazione per flessione delle 
superfìcie è uno di questi (*). Ecco intanto un nuovo campo di ricerche che 
ora si estende innanzi alla mente dello studioso, e promette una buona rac- 
colta di risultati utili. 

Restando nel terreno classico, si è cercato in quest'ultimi anni d'esten- 
dere Hno dov'era possibile il teorema d'esistenza di Gauchy ai sistemi con 
un numero qualunque d'equazioni e di funzioni incognite Riquieh e DÉ- 
LASSus, ai quali dobbiamo i migliori risultati su questo soggetto, seguendo 
vie diverse hanno decomposto il problema in due: 

1) Riduzione del sistema dato, quand'è possibile e mediante procedi- 
menti d'eliminazione e derivazione; a una certa forma chiamata passiva, o 
involutoria, o semplicemente canonica. 

2) Studio della convergenza delle serie che soddisfano formalmente a 
un sistema canonico, e del loro grado d'arbitrarietà. 

Il RiQuiER (**), classificando le derivate in principali e parametriche ri- 



(') Hadakard, Bttlletin SoeiéU MatMmatiqM de Frane», 1007. 
(••) Ada Malhemntictt, T. 25 ; Ann. Écoh Normale, 1893, 
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spetto al sistema dato, riesce a porto sotto una certa forma risoluta rispetto 
alle derivate principali, e chiama questo sistema ortonomo-passìvo, quando 
<^ni altra derivata principale d'ordine superiore a quelle dei primi membri, 
si può esprìmere in modo unico come funzione delle variabili e delle derì- 
vate parametrìche, mediante il sistema stesso e quelli che si ottengono de- 
rivando quanto sì vuole. Ciò richiede naturalmente che certe condizioni siano 
soddisfatte; ma tutti i sistemi completamente integrabili pei quali finora è 
stabilito il teorema d'esistenza di Cauchv sono di quel tipo, 

I sistemi canonici del DtÌLASSus (*) sono diversi e più semplici di quelli 
del RiQciBR. Colla loro considerazione egli giunge a questo risultato sotto 
più rispetti notabilissimo: L'integrazione d'un sistema completamente inte- 
grabile d'equazioni a derivate parziali con n variabih, può sempre ridursi, 
con opportuni cambiamenti di variabili e processi d'eliminazione, all'integra- 
zione successiva di n sistemi kowalewskiani, contenenti rispettivamente 1, 
S,..., n variabih. Con questa riduzione a sistemi kowalewskiaui si evita la 
dimostrazione diretta della convergenza delle serie, che, data la generalità 
dei sistemi, è estremamente laboriosa e delicata; e si riesce ad assegnare 
facilmente il numero delle funzioni arbitrarie da cui dipende l'integrale 
generale. 

3. Sulla generalità delle soluzioni dell'equazioni a derivate parziali fu 
molto discusso e si discute ancora. Sarebbe assai importante venirne a capo. . 
Considerando, per esempio, un'equazione d'ordine n e con un numero qua- 
lunque di variabili risoluto rispetto a una derivata dell'ordine più elevato, 
il teorema di Cauchy assegna alle soluzioni olomorfe un grado di generalità 
rappresentato da » funzioni arbitrarie. D'altro canto il Borel (**) ha trovato 
una forniola contenente una sola funzione arbitraria e un certo numero di 
costanti, atta a rappresentare tutti ^'integrali d'una tale equazione che sono 
olomorti in qualche regione. La soluzione di Cauchy è sotto forma di serie, 
quella di Borel sotto forma d'integrai definito. Come si vede, quanto al nu- 
mero delle funzioni arbitrarie, son questi due casi estremi; ed è ben natu- 
rale di domandarsi se tutte le soluzioni olomorfe non siano per avventura 
rappresentabili con formule contenenti un numero K di funzioni arbitrane, 
K compreso tra 1 e n. Nelle applicazioni, a seconda del problema che si 
deve risolvere, può esser utile aver l'integrale sotto una forma piuttosto che 



(*) Ann. Ècole Normale. Supplémeut, 1806. 
{••) Bulleii» de Dnrìxy»^, S. U. T. XIX, 1886. 
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sotto un'altra. Gli esempi son numerosi. Dal teorema di Cauchy, Darboux 
ha dedotto una definizione dell'integrai generale diversa da quella ohe fu 
data già da Ampère. Queste due definizioni son troppo note perchè io abbia 
qui bisogno di ricordarle. Goursat (*) ha mostrato con parecchi esempi che 
un integrale può essere generale nel senso d'AMPÈHB, e non esserlo nel senso 
di Darboux. Ma d'altra parte l'integrale di Bohel dianzi ricordato è generate 
in ambedue i sensi. Io credo perciò, contrariamente ad altri, che sia possi- 
bile un pieno accordo tra le due definizioni, parendomi che la definizione 
d'ÀMPÈRR o non sia giustamente interpretata, o sia In qualche punto perfe» 
zionabile. Comunque la questione non è ancora interamente chiarita. 

Il raggruppare poi, come ora si suol fare, le infinite costanti arbitrarie, 
che entrano negl'integrali dell'equazione in un numero finito di funzioni ar- 
bitrarie rispondenti a certe condizioni iniziali, se è utilissimo sotto molti ri- 
spetti, è però molto particolare. In certe ricerche può essere utile raggrup- 
parle in altro modo; talché va consolidandosi l'idea di studiare gl'integrali 
come funzioni della totalità dei loro parametri (•*). Sarebbe perciò necessario 
costruire una teoria delle funzioni d'un numero infinito di variabili. Ora 
non siamo che ai primissimi tentativi; la sua potenza si manifesterà in 
avrenire. 

Volgiamo ora lo f^ardo per un momento al di fuori del ristretto campo 
analitico, in re^oni ancora poco esplorate, ma dove un giorno cammineranno 
trionfalmente i nostri successori verso orizzonti più lontani. 

Per l'equazioni lineari di tipo iperbolico con due variabili indipendenti 
il Darboux (***) ha dedotto dalle geniali concezioni di Riiìhann un teorema 
che afferma l'esistenza d'una soluzione continua insieme alle sue derivate 
prime, la quale assume sulle caratteristiche uscenti da un punto valori dati. 
Come si vede qui non si parla che di continuità, e i dati sono diversi da 
quelli di Cauchy. Se poi si danno le condizioni di Cauchy sopra un arco 
di curva preso con qualche precauzione la soluzione è definita in tutto un 
rettangolo che ha due vertici opposti nell'estremità dell'arco, ed è continua 
insieme alle derivate prime. Non basta; noi sappiamo ora qualcosa di più (****). 



(*) Lenona 9>tr Vinlégration dea éqiiaiiona . . . T. II. 
(") Le Roux, Becherehes «tr tea équaiions otta! dérivées partieUea. Journal Math,, 1903. 
(•••) Théorie de» »urfoc«t. T. II. 

(***") QouiUAT. Sur un probième rtìoHf A ta tkétnie dm iipuMoH» . . . Annalcs de Tou- 
•touBe, IM&W. 
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Esiste una soluzione continua in un certo rettangolo che assume valori 
dati a priori sopra due archi di curva uscenti da un punto e compresi in 
uno dei quadranti formati dalle caratteriiitiche cite passano per lo stesso 
punto. 

Se le due curve sono in quadranti adiacenti, si possono assegnare i va- 
lori della soluzione sopra una di esse, e le condizioni di Cauchy sull'altra; 
se trovansi in quadranti opposti si possono assegnare le condizioni di Cauchy 
su ambedue (*). Avanzando in (juest'ordine di idee si è giunti a qualche ri- 
sultato anche per l'equazioni lineari d'ordine superioi-e al secondo e con due 
variabili indipendenti; ma qui le difficoltà sono assai gravi; anzitutto per 
questo, che i casi ellittico, iperbolico e parabolico sono inscindibili; ond'è 
probabile una maggior varietà, di teoremi d'esistenza. 11 loro studio, sotto 
molti rispetti, è d'una grande importanza. Le ricerche fatte finora si riferi- 
scono a casi particolari; quando le caratteristiche sono tutte reali o tutte 
immaginarie. In quest'ultimo caso fu dimostrato che ogni soluzione deter- 
minata e contìnua insieme alle sue derivate fino a quelle d'ordine » è ne- 
cessariamente analitica. 

Nel primo caso invece esiste una soluzione non necessariamente anali- 
tica, continua insieme alle sue derivate fino a quelle dell'ordine » — 2 entro 
un'area compresa tra le caratteristiche estreme uscenti da un punto, -e che 
su queste assume insieme a quelle derivate valori dati. Le derivate d'ordine 
n — 1 sono discontinue a traverso le caratteristiche intermedie (**). Se alte 
caratteristiche estreme sostituiamo altre due scelte a piacere, o pili general- 
mente due curve qualunque uscenti da un punto, non sappiamo più nulla 
di preciso. Quando poi si passa all'equazioni lineari con tre o più variabili 
si vedono apparire difficoltà d'altra natura e non meno gravi. 

Tuttavia, sotto l'impulso degli studi del Volterra (***) si son fatti pro- 
gressi ra^uardevoli negli ultimi anni. 

Per dirne quanto sarebbe necessario dovrei parlare e della teorìa delle 
caratteristiche e dello sviluppo del metodo d'integrazione di Riehakn. Ciò 
mi porterebbe troppo lontano dai limiti che mi sono imposto, e dalla ma- 
teria che più particolarmente ho preso a trattare. 

4. Torno dunque sulla via maestra, ai metodi generali d'integrazione 



(*) Hadahard, BHllelin de la Société Math. de France. T. 3t, 1903. 
(••) BcHGATTi, ShU 'estensione del inélùdù di Bientatm . . . Acc. Lìncei, Rend., 1906. 
("••) Ada MathemoHca^ T. 18. — Sur lea vìbratiotia des eorps élnsliquea isotropea. 
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dell'equazioni a derivate parziali; a quei metodi cioè, che ^i propóngono per 
fine la determinazione dell'integrale cosi detto generale. 

Per l'equazioni lineari del second'ordine con due variabili indipendenti 
abbiamo un sol metodo, molto particolare invero, ma estremamente bello e 
importante. Scoperto da Laplace, fu illustrato e perfezionato da Dahboux 
nella sua grand'opera ; Théorie dea Surface»{*). Data un'equazione lineare di 
tipo iperbolico, se ne possono dedurre infinite altre mediante l'applicazione 
successiva di certe trasformazioni dette ora di Laplace. Quando una di esse 
risulta immediatamente integrabile, l'integrai generale della proposta si de- 
duce con quadrature. 

In quest'ultimi tempi si è cercato di estendere il metodo di Laplace al- 
l'equazioni lineari di forma più generale. Sfortunatamente la sua potenza 
diminuisce col crescere del numero delle variabili, o, per dir meglio, tutta 
si esaurisce nel caso delle due variabili. Il Djni (**) infatti ha dimostrato che 
se l'integrazione dì una equazione lineare del second'ordine e con n varia- 
bili indipendenti si può ottenere regolarmente col procedimento di Laplace, 
essa è riducibile con un'opportuno cambiamento di variabili a un'equazione 
con due sole variabili della forma Eulero-Laplace. Ciò è scora^iante, e 
mostra la necessità di raddoppiare i nostri sforzi per trovare metodi nuovi 
e più potenti, atti a gettare un po' dì luce nel campo di queste equazioni. 
Al contrario, per l'equazioni d'ordine n con due variabili indipendenti, il 
metodo di Laplace è per dare risultati più soddisfacenti. In verità solo poche 
ricerche e incomplete sono state fatte finora; ma da quel poco già s'intra- 
vede la via da seguire e 1 frutti da raccogliere (*••). Occorrerebbe anzitutto 
costruire una teoria invarianliva di quelle equazioni e di certi altri sistemi 
che nell'applicazione del metodo s'incontrano. 

5. Nella teoria delle equazioni del second'ordine con due variabili in- 
dipendenti, ma di forma qualunque, il solo grande progresso compiuto dopo 
le profonde speculazioni di Monob e Ampère è dovuto al metodo di Da«- 
Boux. Bisso deriva sostanzialmente da quello di Jacobi per l'equazione del 
prim'ordine; ma è più largo nel concetto. 



(•) Voi. U. 
(■•) Memorie Acc. Lincei, S. V, T. Ili; vedi anche Goursat, Bvll. Société JtfoM. de 

(***) Lg Roux, Sxtension de la méthwìe de Laplace. Bull. d. Math. de France, T. 27. — 
h. Risati, Sitll'esteMione del metodo di Laplace, ecc. Rend. Gin;. Palermo, T. XX. 
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Consiste nel cercare una o più equazioni del second'ordiue e d'ordine 
superiore compatibili, come suol dirai, con la data; cioè, avente con essa 
degì'inlegrali comuni contenenti infinite costanti arbitrarie. Tale ricerea si 
compie col sussidio di certe coppie di sistemi d'equazioni ai differenziali to- 
tali. Quando per ciascun sistema d'una di queste coppie si ha una combi- 
nazione integrabile, l'integrazione dell'equazione data non rìcluede più che 
quadrature. Ma se tali combinazioni non esistono, ed è il caso più. frequente, 
il metodo non conduce alla mèla. Barebbe perciò molto importante allo stato 
presente della teoria, la determinazione di tutte l'equazioni integrabili con 
quel metodo (*). È un problema assai difficile, ma forse non ribelle ai mezzi 
che offre ora l'analisi. Se ne conoscono già alcune classi: per esempio, ta- 
lune che appartengono all'equazioni con ciiratteristiche coincidenti, e quelle 
che ammettono un gruppo di trasformazioni puntuali o di contatto d'ordine 
infinito dipendenti da due funzioni arbitrarie. È probabile che classificando 
l'equazioni secondo l'ordine del gruppo che ammettono si riesca a separare 
le difficoltà per poi superarle ad una ad una. 

Il metodo di Dahboux si può facilmente estendere all'equazione d'ordine 
pili elevato. Ciò è stato fatto nelle sue linee generali (**) ; ma perchè esso 
acquisti un valor pratico occorre studiarlo e perfezionarlo nei particolari. Per 
l'equaaioui con piii di due variabili l'estensione è più incerta, benché a priori 
possibile. Se si pensa che il metodo di Dahboux applicato all'equazioni U- 
neari conduce agli stessi risultati che quello di Lapj.ai;e, e che questo, come 
ho detto già, limitata !a sua potenza al caso delle due variabili, vien fatto 
di credere che anche per requasionì non lineari le limitazioni siano assai 
più ristrette ohe non si speri. 

tì. Un mezzo meraviglioso per penetrare nelle più riposte proprietà 
dell'equazioni differenziali è offerto dalla teoria delle trasformazioni. Noi 
dobbiamo al genio di L(g una teoria completa della trasformazione dell'e- 
quazione del prim'ordine. E invero egli dimostrò che data un'equazione qua- 
lunque del l.'* ordine con n variabili esiste sempre una trasformazione di 
contatto atta a trasformarlo in un'altra equazione qualunque dello stesso 
ordine, e Ìii particolare in un'altra immediatamente integrabile. Sfortunata- 
mente non è più cosi per l'equazioni d'ordine superiore al primo. Un'equa- 
zione del second'ordine può bensì cambiarsi in un'altra dello stesso ordine 



(•) G0UB8AT, 1. e. 
(••) Vedi principalmente nel Poustth, Vul. VI. 
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mediante una trasformazione di contatto, ma non in un'attiu scelta a pia- 
cere. Per esempio, nessuna trasformazione di contatto può rendere una data 
equazione integrabile col metodo di Dabboux, se non è esaa. stessa integra- 
bile con quel metodo. Le trasformazioni dunque intrmlotte dà Lik non ba- 
stano a darci una teoria completa della trasformazione dell'equazione del 
2.** ordine; teoria, che essendo intimamente connessa con quella dell'inte- 
grazione, è giustamente considerata tra le più importanti. Oggigiorno noi 
conosciamo alcune classi di trasformazioni per l'equazioui del second'ordine 
ben più potenti di quelle dì contatto, perchè riescono ad operare nell'equa- 
zioni certe utilissime riduzioni non raggiungibili con quelle. Tra esse meri- 
tano speciale menzione le trasformazioni di Bauklund (*), che negli ultimi 
anni sono state oggetto di studi notabili, speciahnente in Francia. Conside- 
rando i diversi modi di corrispondenza fra gl'integrali dell'equazione data e 
quelli della trasformata, scaturì un'utile classi licazio ne di quelle trasforma- 
zioni in tre tipi, ciascun dei quali presenta proprietà speciali (•*). Ma con 
questo la teorìa delle trasformazioni di Backlunu non è clie al princìpio 
del suo sviluppo. Molte questioni Uiflicili restano da risolvere, tra le quali 
è giustamente considerata importante allo stato presente delle nostre cogni- 
zioni questa: trovare tutte l'equazioni del 2." ordine con due variabili ridu- 
cibili a forma lineare per mezzo d'una trasformazione di Backlund. È noto 
infatti che l'equazioni lineari sono le pili accessibili all'analisi moderna. 11 
problema è stato studiato, ma non interamente risoluto. 

Non è a credere che coUa teoria delle trasformazioni di Backlund resti 
compiuta la teoria generale della trasformazione dell'equazioni del "2." ordine. 
Esistono altre trasformazioni più potenti di quelle dì Backlund; io stesso 
ebbi occasione anni fa di darne qualche esempio (***). Esaminandole nel 
loro insieme si scopre che la loro comune origine risiede nella teoria della 
eliminazione dei sistemi del prim'ordine (****). Dato un sistema di ni equa- 
zioni del prim'ordine con 3 variabili indipendenti e n funzioni, n^m, se 
l'eliminazione di n — 2 funzioni conduce per ciascuna delle due rimanenti 



{•) Matk. Au»., B. 19. 

(*") Clairin, Sur tes transfonnalioua de Bdekluttd. Ann. Ec. Norma], T. XIX. 
{•^) BuROATTi, Sulla frfmformaeioiK dell'equazioni differeneiali. Rend. Acc. Lincei, S. V, 
T. VII, 1." eem, 

("■••) GouHSAT, volume citalo. 

Annali di MatematUsa, Serie IH, Tomo XV. 38 
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a un'equazione del second'ordine, si ottiene una corrispondenza tra gl'inte- 
grali dell'una e quelli dell'altra, e perciò una trasformazione. Da questo 
punto di vista si vedono aseai bene le difficoltà della questione: ma non è 
detto ancora che sia questo il punto più elevato per dominare tutta intera 
la teoria della trasformazione. 
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Sui principali resultati ottenuti nella teoria dei 
gruppi continui dopo la morte di Sophus 
Lie (1898-1907) O. 



[Di Ugo Amaldi, a Modena.) 



OopHUS Lie, quando or son quasi dieci anni, scese nella lomba, del 
grandioso programma di lavoro, intorno a cui aveva esercitato fa porten- 
tosa sua potenza di invenzione e di indagine, solo una parte aveva potuto 
estrinsecare in un insieme ben coordinato e connesso di teorie. Prescin- 
diamo pur completamente dai problemi di integrazione, per considerare sol- 
tanto le teorie dei gruppi continui. Anche qui, mentre fa teoria dei gruppi 
continui finiti, alla morte del Lie, si poteva r^uardare oramai come sostan- 
zialmente compiuta, pei gruppi infiniti (o dipendenti da più che un numero 
finito di parametri arbitrari) il Lie non lasciava a noi che una sommaria 
trattazione dei fondamenti della teoria, accanto a scarsi e frammentari ac- 
cenni di quelle ulteriori vedute generali, che egli pure in questo campo, chissà 
per quali audaci accorciatoie, aveva saputo conquistare. 

Accadde così che, in questo decennio, ben pochi si avventurassero nel 
campo non ancora dissodato dei gruppi influiti; mentre alla teorìa dei gruppi 
continui finiti, che in sé raccoglieva il fascino di una concezione eminente- 
mente geniale e le attrattive di un assetto oramai determinato e completo, 
si volse una vera folla di cultori. 

Ma, quasi per compenso, mentre questa coorte di ricercatori, lasciali 



Nota. Dopo la preseatazìoue di questo rapporto al Congresso di Parma è uscito in luce 
il bellissimo articolo dì G. Fano : KotUinuierliche geometrische Qruppen. Die Qruppentheorie 
als geotnetrigchea EinteUtingsprirusip [Gncyld. der math. Wies., voi. IH,]. Ed io, prima di li- 
cenziare il manoscritto, me ne dono valso per completare in qualche punto le note bibliogra- 
fiche di questo rapporto. 

(*) Rapporto letto al I Congresso della « Società ItaUima per il progresso delle scienze >, 
in Parma, settembre 1907. 
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quasi del lutto da paite i problemi più larghi ed elevati, si adoprarono so- 
rratutto a illustrare la teoria dei gruppi continui finiti nelle sue molteplici 
applicazioni geometriche ed analitiche, i pochi cultori della teoria dei gruppi 
continui infiniti affrontarono, con varietà di spedienti e con elevatezza di vedute, 
le questioni più comprensive e salienti; talché oggi è in questo campo che noi 
possiamo notare i progressi più significativi della teoria dei gruppi continui. 
In queste condizioni, sani per me assai facile ìi compito di riferir qui 
riassuntivamente i nuovi resultati conseguiti nella teoria dei gruppi infiniti; 
ma, per quanto riguarda i gruppi continui finiti, io non posso presumere 
ohe di un così vasto insieme di indagini, nulla sia sfumilo alla mia atten- 
zione; né, d'altro canto, fra una materia tanto differenziata, mi è lecita la 
speranza di poter raggiungere quella rapidità e limpidezza di sintesi, che 
varrebbero a compensare le temute e probabili deficienze di notizie. Io mi 
studierò bensì di raggruppare le indagini secondo le affinità dei problemi 
considerati e risolti: ma spesso queste af^nnità saranno così tenui e così for- 
mali che io dovrò procedere enunieraudo, anzicliè classificando. 



Teoria gekeralk dei gruppi continui finiti. 

Prendendo le mosse dai latori di indole generale siUln teoria dei gruppi 
continui finiti, ricordo anzitutto alcune ricerche appartenenti a quell'indirizzo 
simbolico formale, a cui il Lie nella sua costruzione aveva assegnato un uf- 
ficio del tutto secondario. 

È ben noto che le trasformazioni di un gruppo continuo ad r pa- 
rametri, in un certo intorno della trasformazione identica, si possono ri- 
guardare come ottenute per iterazione infinita di certe oo'~' trasformazioni 
infinitesime, le quali, rappresentate al modo del Lie mediante operatori 
differenziali lineari, danno hiogo ad un insieme lineare che contiene con 
ogni coppia dei suor operatori anche la loro parentesi del PoissoN. Appar 
di qui che codesto insieme si può considerare come un sistema di nu- 
meri ad r unitìi, chiuso rispetto alla somma e ad una certa particolare 
operazione di moltiplicazione, non commutativa, ma alternante. Dallo 
studio di un tal sistema di numeri complessi J. E. Ca.mpbeli. (*), il Poik- 

(*J Proof of the thim ftiudameiilnl theorem in Lie's theorg of eonttnuous gronpe [Pro- 
ceertiiiga of the malli. Society of London. I. Xi (J9D1)|. li lavoro, per cui spetU ài CAMrasLL 
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CABÉ (*), il Pascal (**) e da ultimo Io Hausdroff (***) cercarono, per vie di- 
verse e con aingoiare virtuosità algoritmica, di giungere ai teoremi fondamen- 
tali del LrE e sopratutto alla costruzione effettiva di r trasformazioni infini- 
tesime di un gruppo, quando ne siano fissate le costanti di composizione. 
Questa analisi ha chiarito e precisato nei suoi limiti e nella sua portata 
l'aspetto operatorio e simbolico della teoria dei gruppi continui tiniti. Ma 
appunto perciò, dal punto di vista costruttivo della teoria, codeste ricerche 
hanno approdato in buona parte a concluijioni di validità esclusivamente 
formale; e d'altro canto hanno condotto a rifar presso a poco i procedimenti 
stessi del Lie e dello Schur, alf'infuori di quelle vedute sintetiche e di quelle 
rappresentazioni geometriche, che sole possono rendere luminoso e piace- 
vole il cammino. In sostanza alle indagini suaccennate sembra spettare piut- 
tosto un interesse generico in ordine alla teoria algoritmica dei numeri com- 
plessi a più unità, anzi che un'importanza specifica rispetto alla teoria dei 
gruppi continui {****). 



la priorità in quest'ordine di ricerche, è anteriore al decennio di cui qui ci occupiamo: On 
a Law of Cotabination of Operoiors [Proc. of the math. Soc. of Lond., t. 28 (1907)]. Esso è 
riprodotto in Theory of Continwtus Groups (Oxford, 1903), Chapter IV. 

(*) Sur lea ffroupea eontinus [Comptes rendus, t. 128 (1899)]; in extenao in [Memolrs 
presented to the Cambridge Phil. Soc. on the occaelon of the Jiibiiee of Sir G. G. Stoxi», 
GainbridRC, 1900]. Quelqnea remarquM sur ks groupea continua (Bendic. del Gir. Aat. di Pa- 
lermo, t. !5 (1901). 

(••) Sopra alcune idenlUà fra i simboli operativi rapprtsentauli Iraaformaeioni infinite- 
sime [Rendic. lat. Lonib. (2), t. 34 (1901)]. — Sulla formokt del prodotto di due trasformazioni 
finite e aulla dimoatraeiane del cosidetto secondo teorenta fondamentale di Lie neUa teoria dei 
gruppi [Ibid., ibid.]. — Sopra i numeri Bemoulliani [Ibid., t. 35 (1909)]. — Del lereo teorema 
di LiG aulVeaistenea di gruppi di data struttura [Ibid., ibid.]. — Altre ricerche sulla formula 
del prodotto di due traaformaeioni finite, e sul grnppo parametrico di un dato [Ibid., ibid.]. 
— ~ Le precedenti ricerche sono riassunte in : Resumé de guelques^na de mes recente traoaux 
sur ta théorie dee groupee de LiB [Frac matematyczno Szycznych, t. 14, Warszawa, (1903)). 

(***) Die symbolisehe KxponenUalfomiet in der Qruppentheorie [Leipz. Berichte, Bd. 68 
(1906)]. 

(•"•*) Alle ricerchp suaccennate devonsi ravvicinare quelle di H. F. Baubr, che ha appli- 
calo il calcolo simbolico delle matrici alla deduzione di risultati noti della teoria del gruppi 
continui finiti: On the exponentiat tkeorem for a simplee transitive continuoua group, andtke 
caiculation of the finite equations front tlie constants of etrticture [Proc. of the math. Soc. of 
London, t. 34 (19MJ]. — Further appUcations of matrix nottUion lo integration problema 
[Ibidem., ibid.]. — 0» the calculation of the finite equations of a eontinuovs group [Ibidem, 
t. 35 (1903)]. — AUeniants aud eonlinuous groups [Ibid.. (2) I. 3 (19(3)]. — Il resultato del 
penultimo lavoi-o era già stato reso nolo dal Klein. 



db, Google 



S96 Arnaldi: Sui principali reatiltati ottenuti nella teoria dei gntjtpi eontimn 



Veramente il Poincahé, prendendo le mosse da quei suoi sviluppi simbolici, 
è giunto ad espressioni notevoli, sotto formu di integrali curvilinei, per le 
trasformazioni intiniteslme del gruppo aggiunto e dei gruppi parametrici; ma 
è facile vedere come agli stessi resultati si giunga pressoché immediatamente, 
partendo dalle equazioni di definizione assegnate per quei gruppi dal Lie. 

Resta tuttavia notevole l'idea da cui trasse orìgine la Memoria del Poik- 
(UHÉ del Gire. Mat. (1900); egli notando come alla costruzione di un gruppo, 
a partire dalle costanti di composizione, si possa giungere sia traverso il 
gruppo aggiunto, sia traverso il gruppo parametrico, propone di studiare e 
interpretare le relazioni, cui dà luogo il confronto dei resultati di codesti 
due procedimenti; ma, come il Poincaré stesso avverte, su questa via, in- 
tralciata a dir vero da non lievi difticoltà analitiche, egli si è spinto poco 
innanzi; cosicché i resultati ottenuti non differisiiono sostanzialmente da 
conclusioni note del Killinq, dell'ENGEL, dell'UMLAUFF, del Cartan. 

. Un secondo gruppo di lavori di indole generale, dovuti tutti a matematici 
americani come il Tabrb ("), il Newson {**), lo Slocum (•**), il Rbttcjbh (*•**), 
si riattacca all'osservazione dell'ENGEL, relativa alla possibilità che un gruppo 
continuo finito contenga trasformazioni singolari, cioè non generabili me- 
diante ripetizione infinita di una stessa trasformazione iniìnitesinia. 11 pro- 
blema dell'esistenza di siffatte trasformazioni singolari e la loro effettiva ri- 
cerca cadono manifestamente nel dominio della teoria delle funzioni, in quanto 
dipendono in sostanza dalla determinazione delle singolarità da cui sono 
affette le soluzioni generali delle equazioni di definizione del gruppo consi- 
derato; onde appar manifesta la eccezionale difficoltà di quest'ordine di 
questioni, le quali anzi, allo stato attuale delle nostre conoscenze, sembrano 



{*) On the singular tranafonnatums ofgroupa generaUd by infinitMimal trangformatioiu 
[Proceed. of the Amer. Acad., voi. 35 (1900); Bull, of the Amer. math. Soc (S) Voi. 6 (1900)|. 
(■•) On singular Iranaformations in i-eat projeefive groupa [Bull, of the Amer. matb, 
Soc. <3) voi. 6 (1900)]. 

("*) Note on the chief iheorem of Lie'» tkeorg of coniinm<ma gnmpa [Proceed. the Amer. 
Acad., voi. 35 (1900)). — Suitplementares noie on the ekief Ikeorem of Lie'a theory of finiU 
coniinMOM groups (Ibid., ibid.). — Ou the «otUinHìly of gnmpa generaied Òy infiniteaimal tra»- 
afórmatìona {Ibid., voi. 36 (1900)]. Questa due ultime note sono scarse di contenuto. 

(*•") On Lie'g Uteorif o fcontinuotugroupel Amer. Journal ot math., voi. 22 (1900)]. Questa 
Nota contiene alcune interessanti considerazioni sulla possibilità di trasformazioni infinite- 
sìme, le cui traiettorie si spezzino. 



db, Google 



dopo la morte di Sophus Uè {1898-1907). 297 



esser poste sotto forma troppo indeterminata e generale. Certo i lavori dianzi 
ricordati (gettano ben poca luce sul problema, da cui trassero origine, in 
quanto non forniscono, in sostanza, che esempì particolari, e piuttosto uni- 
formi, di gruppi contenenti trasformazioni singolari. 

Dalia ricerca di nuove analogie fra i gruppi d'ordine finito di sostitw- 
sioni s i gruppi continui finiti, il Maillet è stato condotto a studiare ulte- 
riormente la decomponibilità dei gruppi continui Uniti, già nota in base ai 
teoremi fondamentali del Lrs (*), e a generalizzare in vario senso il concetto 
di serie di composiaione di un gruppo continuo finito (**). 

Il BuHNSinE ha mostrato come ad ogni gruppo discontinuo d'ordine finito 
g si possa associare un gruppo continuo lineare (?„ la cui considerazione 
facilita la ricerca di alcune proprietà del gruppo discontinuo, in particolare 
la determinazione di ciò che il Klein cliiama il grado del problema normale 
connesso' a g, cioè il minimo numero di variabih, in cui g è rappresentabile 
come gruppo di sostituzioni lineari (•**). 

Infine dalla teoria dei gruppi d'ordine finito di sostituzioni il BiANcni 
ha trasportato nella teoria dei gruppi continui finiti il concetto di gruppo 
complementare o gruppo fattore, mettendo in luce l'ufficio essenziale, che co- 
desto concetto compie implicitamente nella determinazione assegnata dal LiE, 
pei gruppi transitivi di data composizione (****). 

In particolare egli ha stabilito una nuova proprietà caratteristica del 
gruppo derivato di un gruppo dato G, mostrando come esso sia il più pic- 



(*) Sttr la déeompoaiiioH dea gronpee finis eantintts de troMaformaiions de Jjie [Comptes 
rendila, t. 130 (1900)]. Un gruppo G ai dice decomponibile se contiene due Bottogruppi 6,, 
6i, tali che Ogni trasformazione di 6 sia uguale al prodotto di una di G, e di una di Qf 
— Un esempio di gruppo singolare in ordine alla decomponibilità delle 8ue trasforma^oni 
fi»ite è messo in Iuc« dal Frattini : Di un gruppo continuo di traafonnazioni decomponibili 
finitamente [Rend. della R. Acc. dei Lincei, (5) voi. i% {1903)]. 

(**) iStir dee mitea remat^quablee de aone-groupee d'un groupe de eubstitutiona ou de tran- 
eformaUona de He IComptes rendus, t. 130 (1900)]. — Sur de nouveUea analogiee enfre la 
tkéorie dee groupea de atAetifutlona et celie dea gnmpea flnie continua de tratufortnationa da 
Vie [Journal de Hattiéinatiques, <6) t. 7 (1901)]. 

(***) Oh the eontinuoua group that ie defined by any given group of finite arder [Proceed. 
of the math. Soc. of London, voi. 23 (1898)]. 

(****) St^la noeione di gruppo eomplementare e di gruppo derivato neUti teoria del gruppi 
finiti di trasformazioni [Rend. dell'Acc. dei Lincei (5), voL H (1903)). 



db, Google 



t^98 Arnaldi : Sui principali resultati ollemitì ìtella teoria dei gruppi continui 



risulla abeliano. Discende di qui come per un gruppo continuo il sottogruppo 
commutatore {*) coincida col gruppo derivato (•*). 

Sui gruppi traitsitivi di uno spazio a quante si vogliono dimensioni ha 
ottenuto notevoli risultati E. E. Levi, il quale è riuscito, in particolare, a ri- 
durre a i l'ordine massimo assegnato dal Lie in 2rt+ 1, per le trasforma- 
zioni intìnilesiiue di un gi-uppo generico) (***). Un passo ancora, e sarà as- 
sodata la nota previsione del Lie, per la quale codesto ordine massimo sa- 
rebbe uguale a 2. 

In uu ultimo gruppo possiamo raccogliere alcune ricerche relative alla 
struttura (****). 

A. Sijss, nella husl. Dissertazione di Gheipswald, ha determinato tutti i 
gruppi puntuali che hanno la struttura del gruppo proiettivo piano totale, 
e ha studiato una classe di gruppi di trasformazioni di contatto aventi la 
medesima struttura, mettendo di più in luce alcune considerazioni generali 
che permettono di assegnare quale tipo di gruppi di trasformazioni di con- 
tatto sia rappresentato da un qualsiasi tipo di gruppi transitivi puntuali di 
data composizione (***♦*). 

Il KiLLiNG, tornando con una breve Nota sulla teoria della composizione 
che in si gran parte è sua, ha classificato la struttura dei gruppi di rango 0, 
in base ad un nuovo carattere numerico invariante (•*•***), 



(•) Cioè il gruppo definito da tuHe le trafiforniaziori i delia forma STS"' T-'. 
{") Si ha cosi anche una nuova dimostrazione di un noto Uwrema del Kiluno (Lie- 
Engel: TheorU der Trans formationsgruppen, Bd. Ili, pag. 770). 

(•**) Sui gruppi tranaUivi detto spazio a tt dinteruioni [Rendic, dell' Acc dei Lincei (5) 
voi. 14 (1905)], Per alcuni teoremi buì gruppi tranaitivi, destinati aopratutto a precisare ii 
concetto di elaa*e in analo|,'ia coi gruppi di sostituzione si veda: Maillet, Sur la closce dea 
groupes finis continus primitifa de traneforinatiime de lA» [Comptes rendus, t. 130 (1900)]. 

(••") E. E. Levi ha stabilito rigorosamente il notevole teorema del Killino sulla d«^ 
componibilità dì ogni gruppo continuo fluito non semisemplice né int^rabile io un gruppo 
invariante integrabile e in un gruppo semisemplice : SuUa stnUtura dei gruppi finiti e continui 
[Atti della R. Acc. delle Se. di Torino, voi. 40 (1905)]. Ricorderò qui anche la seguente Dia- 
sertaeione di MUnbtgr, di cui non ho potuto aver visione : W. BrUsib, UntermKhvngen Ater 
die seehsgliedrige haibeinfache Trtmsformationsgruppe (1904). 

(•"•••) Die Oruppen, die mH der (Ulgemeinen projeetivan Gruppo die Ebene gleicke Zuaam- 
meusetsung haben [Diesertation, Greifawald (1!I05)]. 

(••■•**) Der Bau einer besonderen Klaaae von Transformationagruppeu |Festschrifl L, 
Boltemann gewidmet; Leipzig (1904)]. 
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Pei gruppi di rango il Loewv Iiu assegnato una nuova proprietà ca- 
ratteristica, dimostrando che, per .siffatti gruppi e solo per essi, ogni qual- 
siasi sottogruppo fa parte di luia serie di composizione (*1. 

L'Ahhens Ila determinato i gruppi di cui ogni sottogruppo è inva- 
riante (**). Lo ZiNDLEK infine ha studiato in generale i gruppi conniiutabili 
(caso particolare dei gruppi di rango U) e in particolare ne ha classificato i 
tipi nel caso di quattro parametri (*•*). 

Dato cosi un rapido sguardo alle indagini compiute, dopo la morte del 
Lie, sulla teoria generale dei gruppi continui liniti, possiamo notare come 
questa, nel decennio trascorso, non abbia subito alcuna sostanziale trasfor- 
mazione. Ciò può parere senz'altro naturale, se si pensa che siffatta teoria, 
già dieci anni or sono, costituiva un insieme ben chiuso di resultati e di 
procedimenti. 

Ma d'altro cauto è pur vei'O che sussiste un profondo e singolare con- 
trasto fra la forma sisteniaticainetite analitica, sotto cui da ultimo il Lik e 
i suoi collaboratori diffusero la teorìa dei gruppi continui finiti, e la conce- 
zione essenzialmente, arditamente sintetica che il Lie dapprincipio ne ebbe. 
Egli, subito dopo il primo fervidissimo periodo di indagine e di scoperta, si 
sentì turbato dall'isola mento, in cui scientificamente ancora viveva; e rim- 
proverò ai Matematici di quel tempo la freddezza, con cui avevano accolto 
il suo programma di lavoro, così ardito, così nuovo e, a dir vero, così oscuro. 
Peccò senza dubbio di impazienza, pensò fors'anche di dover tutto sacrifi- 
care a quello cìie non cessò mai di considerare lo scopo ultimo dell'opera 
sua, cioè le teorie d'integrazione. Certo si indusse a tradurre e quasi a tra- 
vestire (•*•*) il suo pensiero in quella forma analitica, che gli parve più 
idonea ad agevolare la diffusione delle sue scoperte. K, prima della sua 
morte, potè anche pensare di avere ubbidito ad una necessità ineluttabile, 
poiché solo nella nuova forma le sue teorie raccolsero quel consenso e quella 
ammirazione, che egli sin dapprincipio aveva desiderato. Ma è certo che chi 



(*) Zur Theorie (hr endlicheu kotUiuttÌerlick«n TratuformatiotugrMppeH [Math. Ann., 
t. 56 (1901)]. 

('•) Ueber TraHsforinatioHaynippett. dero» eértittiehe UulergrttppeH rnvariaut aiitd |Mit- 
tlieit, der math. Gesell. in Hamburti, l. 4 (19(6)1. Questi Kruppi si riducono ai gruppi di rango 
a tre parametri e. ai gruppi commutabiii. 

("••) Ueber kontinuierìidie IiivolutioHsgruppen [Wien. Berichte, voi. HO (1901)|. 
{••••) Cfr, NoKTHER, Sophiu Li* [Math. Ann., voi. 53 (190(^; pag. 18]. 
Auttali di Matematica, Serie 111, Tomo XV. 3» 
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nella teorìa dei gruppi continui finiti die t^gi possediamo, ricerca le linee 
semplici e ardite del primo abbozzo ideato dal Lie, sente in qualche modo 
l'ulta e il ratnmarico di chi vede guasta e travisata da un restauro la pri- 
mitiva bellezza di un'opera d'arte. 

10 penso che se il Lib, accettando l'isolamento, cui dapprincipio lo de- 
stinavano l'originalità del suo pensiero e la dura novità dei metodi, non 
avesse in quel suo primo fervore dì scoperte, deviato i suoi sforzi dalla via 
ch'egli sì era dischiusa, noi possederemmo forse oramai la completa ed or- 
ganica teorìa sintetica dei gruppi continui finiti. Il ricostruirla oggi, risalendo, 
traverso agli oscuri accenni dei primi lavori del Luì:, alla forma originaria 
delle sue concezioni, appare opera ardua quant'altra mai ; pure io credo che 
per lo stesso impulso dì quanto codeste concezioni hanno in sé di più ge- 
niale e di più vivo, siffatta teoria sintetica dovrà costituirsi sotto qualche 
forma un giorno. 

Intanto parmi si possa con buone ragioni presumere, che in essa debba 
spettare un ufficio fondamentale e quasi preponderante ai gruppi proiettivi; 
e in questo senso un passo non trascurabile sarebbe compiuto, quando si 
riuscisse a stabilire (come il Lie fu sempre convinto anche dopo riconosciuta 
la fallacia della sua antica dimostrazione) che per ogni gruppo continuo finito 
esiste un gruppo proiettivo avente la medesitna struttura. 

In questo stesso ordine di idee sarebbe particolarmente desiderabile che, 
anche solo pei gruppi proiettivi, si potesse dischiudere una via meno indiretta 
ed oscura di quelle note fin qui per giungere al teorema dell'ENGEL, che 
caratterizza i gruppi non integràbili come quelli che contengono un gruppo oc' 
semplice, cioè oloedricamente isomorfo al gruppo proiettivo totale della retta. 

Forse sin qui non è stato ancor messo in luce l'ufficio fondamentale, che 
nella teoria della composizione spetta indubbiamente a questo notevoUssimo 
teorema; il quale anzi è rimasto come isolato e mal connesso al resto della 
teoria. 

Soli, che io sappia, il Kratzi e il Kowalewski hanno riconosciuto la 
opportunità di studiare, almeno, qualche tipo particolare di gruppi, in or- 
dine ai relativi sottogruppi oo' semplici o, come si potrebbero designare, sot- 
togruppi ffelI'EN'OEL. 

11 Khatzi nella sua Dissertazione di Gheifswald (*) ha sistematicamente 



(*) Qntppen mit einer dreigliettrigv UiUargn^pe, die in ketHer grùMtrttt Uutergruppe 
eledct [Leipzig tÌ904)|. 
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studiato ì gruppi di uno spazio a n dimensioni, contenenti un sottogruppo 
di Enobi., il quale non appartenga a nessun sottogruppo più ampio; ed ha 
dimostrato che un tale gruppo è in generale ad n -H 3 parametri e che il 
suo sottogruppo di stabilità rispetto a un punto generico, lascia fermo un 
cono razionale normale di direzioni; per modo che il gruppo è equivalente, 
mediante una trasformazione puntuale, ad un gruppo proiettivo, che contiene 
tutte le oo" traslazioni di S. e lascia ferma sull'iperpiano improprio una 
curva razionale normale. Vi è un'altra composizione soddisfacente alle suin- 
dicate condizioni soltanto in quattro casi: per » = 3 col gruppo della qua- 
drica ; per « = 5 col gruppo oc" di -S^ , che sulle oo' coniche del piano è in- 
dotto dal gruppo proiettivo piano totale; per n = 7 col gruppo 00'° di S-, 
che dà il modo, in cui le 00' cubiche gobbe di un complesso lineare (non 
speciale) sono permutate dal gruppo proiettivo del complesso; e infineper 
n=]l con un gruppo semplice 00" di S,,, avente la struttura scoperta dal 
KiLLiNG nelle sue memorabili ricerche sulla composizione. 

Il KowALEWSKi invece (*) ha considerato i gruppi proiettivi di S., che 
non lasciano ferma nessuna varietà lineare, e contengono o il gruppo (00' sem- 
plice) di una C razionale normale o un gruppo ex' semplice- che ammetta 
uno S,,»., di punti uniti e uno S» sghembo, in cui sia invariante una C* 
razionale normale (*•). — Per n pari e h dispari non esiste nessun gruppo 
soddisfacente alle indicate condizioni. Negli altri casi invece si ha in gene- 
rale un unico tipo di gruppo proiettivo, il quale per h pari è il gruppo pro- 
iettivo totale di una quadrica non speciale di S„ e per h (ed n) dispari è 
il gruppo proiettivo totale di un sistema nullo di S.. Un altro gruppo 
soddisfacente alle suindicate condizioni si ha soltanto in S,^ in S-, e in jS,,: 
per « = 5 (ed ft=4) col solito gruppo so', indotto dal gruppo proiettivo 
piano sulle 00' coniche; per n = 6 (e fe=s6) col gruppo proiettivo oc" che 
trasforma in sé una quadrica non speciale (quadrica del Clifford della C 



(•) Ue6«r die projtìetive Qruppe (ter NormÌMrv« ttnd «ine eharakteristidie Mgenachafi dea 
sechidimenaionaìen Baumea (Leipz. Ber., t. M (1902)]. — f/eber projéktiot Tranafommtion»- 
gmppBH (Ibid., t 56 (1903)]. — Bine dtarakterisUdte Eigensehaft (l«r projetOiven Gruppe des 
iVuUsyafonw [Ibid., t. 58 (1906)]. - Ueber die projekfioe Qruppe einer MannigfaltigkeH enreittH 
Grades [Ib''<l-> ibid.j, 

(**) Sono questi, io un certo senso, i tipi meno complessi di gruppi proiettivi semplici oc* 
di &> . Si ricordi in propoaito il bel teorema delio Stddy [Lib-Enobl, Theoria der Transf.-gr., 
t. Ili, pag. 7%] del quale non è stata pubblicata altra dimostrazione all'iofuorl di quella 
del Paso [Mera, della R. Acc. delle Se. di Torino, (2) t. 46 (1896)1. 
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razionale normale) e su di questa un complesso ilell'ENOWL {*); infine per 
» = 7 (e il =G) col gruppo proiettivo oc", che sugli oo" complessi dell'ENOEL, 
giacenti su dì una quadrica non speciale di S,, è indotto dal gruppo pro- 
iettivo totale della quadrica. — A questi resultati il Kowalbwski è giunto, 
valendosi di una sua « Gewichtsmettiode », che, nel suo principio fondamen- 
tale, si può far risalire al LiE, e ha la sua base in una classificazione delle 
trasformazioni proiettive infinitesime (in coordinate omogenee) a seconda del 
peso, opportunamente definito. 



Abbiamo cosi già iniziato la rassegna delle ricerche dirette a delenninare 
cU$asi particolari di gruppi continui finiti. 

Ora dobbiamo inoltrarci in questo campo; ma la moltiplicità e varietà 
delle questioni considerate ci condurrà a procedere piuttosto per enumera- 
zione che per vera classificazione. 



Gruppi proiettivi. 

Cominciamo dai gruppi proiettivi. 

In questo campo ricorderò dapprima le ricerche del Newson (**), il quale 
ha costruito, in base a considerazioni sintetiche elementari, tutti i tipi di gruppi 



(*) Ein neues, dem lineare» Kotnplexe anaXogea Gebllde, 2 Note [Leipz. Ber., t. 62 (1900)]. 
Il ^uppo ce" or ora indicato ha la conipoajzioiie semplice scoperta, dal KillinO. 

(••) Còntinwnts groiips of projective fransfi>r>Hations treatedsyntketieaìly [KunB.Voiv.QnaTt., 
voi. 4 (1895-96)J. — Swpplemeniary notes [Ibidein|. — Projeclive Transformationa in One Di- 
menston and Iheir Conlinuoua Groups [The Kansas University Science Bulletiu, voi. 1 (19CB)]. 
In quest'ultima notn sono classificati i fq^ppi proiettivi complessi della retta complessa come 
gruppi reali conformi del piano. — Tgpes of Prejeelive Tranafurtwttions in the Piane and in 
Sprux [Kansas Univ. Quart., voi. 6 (1897)). — The flve Typea of Projective Transformatìons 
of the Piatte [Ibid., voi. 8 (1898)). Queste ed altre ricerche sono sistematicamente esposte in : 
A New Theory of CoUineations and their Lie Groups [Amer. Journal of Matfaematics, voi. 34 
(1904)]. Per lo spazio cfr, On the Group and Subgroups of reat CoUin«(Uiona leasing a Tetra- 
hedron inmriant [Kans. Univ. Quart. <A) voi. IO (1901)); A new Théory of Cottineatione in 
Space [Ibid., ibid.]. Cfr. infine: Report on the Theory of GoHkieniions [Ptoc. of the Amer. Asa. 
for the Adv. of Se. voi. 51 (I90Ì)]. 
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continui proiettivi della retta e del piano (*) e alcuni tipi di gruppi proiettivi 
dello spazio. Egli ha preso le mosse dai gruppi di omologie e, combinando 
questi in tutti i modi possibili, lia costruito gruppi mano mano piìt ampi, 
caratterizzandoli per mezzo delle rispettive configurazioni invarianti (**). 

Alla classificazione dei gruppi proiettivi dello spazio, che, com'è noto, 
non è ancora compiuta {sebbene, in base ai metodi del Lie, non offra piil 
difficoltà alcuna) ho recato un contributo io stesso, in quanto ho determi- 
nato tutti i tipi di comples8Ì di rette, che ammettono un gruppo continuo pro- 
iettivo {***); in particolare ho dovuto premettere a tale determinazione la 
classificazione dei gruppi proiettivi a tre parametri. 

R. Lk Vavasseur ha classificato i sottogruppi a uno e due parametri 
del gruppo lineare omogeneo in quattro variabili (•***). 

Dei gruppi di movimenti negli spazi lineari si sono occupati il Behporad, 
E. E. Levi e il Mudici. Il primo li ha classificati in S,, in S4 e, parzialmente, 
in Si (*•**•); il secondo ha svolto alcune considerazioni generali sui gruppi 
derivati dei gruppi di movimenti in S., dirette sovratutto alla detenii inazione 
dei gruppi a due e tre parametri (******-^, n Medici infine ha determinato in 
uno spazio a quante si vogliano dimensioni tutti i possibili tipi di gruppi di 
rotazioni (*******\ e ha messo in luce Ìl profitto che dalla conoscenza di tali 
gruppi si può trarre nella teoria generale dei gruppi di movimenti e*******). 



(•) Noterò col Fano |Art, cit. della EncgklopOdie] che le ricerche del Newson non 
conducono ad una effettiva clasBiflcazione dei gruppi pfoiettivi del piano in quanto egli non 
dimofltra di avere esaurito tutti i tipi poesiblli di gruppi : ciò risulta soltanto da un confronto 
dei suoi risultati colte tabelle del Lie. 

(**) Cogli stessi metodi sintetici elementari del Nbvson, H. B. Brewster ha costruito 
' i gruppi proiettivi di S^ , clie lasciano ferma una quadrica non speciale : On GoIìitieiUiona in 
Space Khich Uave invariant a Quadrie Surface {Kans. Univ. Bull, (i) v. 1 (1903)]. 

(***) Sui complessi di rette, che ammettono un gruppo continuo proiettivo [Rend. del 
Gire. mat. di Palermo, t. 23 (1907)]. 

{•"") Sur l'enumératioH dea saus-groupea du groupc linéaire, hotuogène, à quatte varia- 
bles: sous-groupea à un et à detix paramèlres [Bulletin des se. math. (2) t. ^ (1905)]. — Lea 
aoua-groupea du groupe Unéairt à quixtre variobies; sous-groupea A un et à deux paramètrea 
[Ann. de la Fac. des se. de Toulouse, (2) t. 8 (1006)), 

(*****) Sui gruppi di tnooimenli e aitnilitudini iteJlo apaaio a 3, 4 e 5 dimensioni [Ann. 
della R. Scuola Norm. Sup. di Pisa, voi. 8 (1898)]. 

(•••"*•) Sui gruppi di movimeuti [Rendic. della R. Acc. dei Lincei, (6) voi. H, (19(6)]. 
(•••••••) Sui gruppi di rotazioni [Ann. della R. Se. Norm. Sup. di Pisa. voi. 10 (1907)]. 

(••"••*•) Sui gruppi di movimenti [Rend. della R. Acc. dei Lincei, (5) voi. 16, (1907)). 
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Accanto a queste ricerche sui gruppi proiettivi, possiamo ancora ricor- 
dare la breve indagine compiuta daU'EpsTEBN sui gruppi che coincidono col 
rispettivo gruppo aggiunto {*). 

Nulla di sostanzialmente nuovo, invece, abbiamo a registrare sul problema, 
che pur meriterebbe l'attenzione di qualche geometra (conìe già un tempo diede 
luogo ad alcune importanti osservazioni dello Studv), dei gruppi proiettivi, 
che sono proiettivamente equivalenti ai rispettivi gruppi parametrici (*•). 

Alla teoria degli invariai/Ui dei gruppi proiettivi (•*•) recarono contributi 
il Kasner, che ha studiato gli invarianti delle curve tracciate su di una qua- 
drica non speciale di S,, rispetto al gruppo proiettivo misto eo* della qua- 
drica stessa (**♦*) ; e, da un punto di vista più generale, il Maurer, il quale 
ha esteso il teorema dello Hilbert sul numero tinito d^li invarianti di un 
sistema completo di un gruppo continuo lineare, al caso in cui le variabiU 
siano legate da un sistema di equazioni algebriche (*****), 

Prima di lasciare il campo dei gruppi proiettivi dobbiamo far cenno delle 
ricerche dello Studv sugli elementi {differenziali) del a." ordine del piano, 
ciascuno dei quali si può definire come l'insieme di tutte le curve (anaUtiche) 
che hanno comune tre dati punti infinitamente vicini, non allineati {****•«). 
Lo Studv, rendendo chiuso, in vari modi, l'insieme di codesti elementi del 
2.** ordine mediante l'aggiunta di elementi impropri, opportunamente scelti, 



(•) Les groupes qui coinddent aiwc Umtb groupes adjoinla (Math. Ann. voi. 56 (19(fi)]. 
(**) Cfr. BURNSIDG, O» groupg tvhich are linear and hcmogeneoìu in botk variables 
and paramelera (Proc. of the math. Soc. of London, voi. 35 (1903)]. — Oh reciprocai linear 
homogeneoua groupa [QuarL Joum., voi. 34 (1903)]. 

<***) I lavori deU'ENRtquEse del Fano sulle varietà che aDimettono un gruppo proiettivo * 
sono anteriori al decennio, di cui ci occupiamo, all'infuori della Nota del Fano: Un teorema 
Bulle varietà algebriche a dtte dimensioni con infinite trasformaeioni proieUive in 8è [Rend. 
della R. Accad. dei Lincei, (5) voi. lì. (1899)]. In questa Nota è dimostrato il notevole teo- 
rema che è razionale ogni varietà algebrica a tre dimensioni, la quale ammette un gruppo 
continuo transitivo di trasformazioni proiettive. 

(•"•*) Th6 invariant thBorg of lh« inoersion grottp; Geometry itpon a qnadric aurface 
[Trans, of the Ara. Math. Soc. voi. 1 (1900)|. 

{••*"") Veber die Endlichkeit <ter Invarianten aysteme [Math. Ann., voi. 57 (1903). 
('•••••) Die elemente etneUer Ordnung in die ebenen projectioen Geometrie [Leipz. Ber., 
voi. 53 (1901)). Circa i sistemi di coordinati atti a determinare gli elementi d'ordine supe- 
riore ni ì" vedi Enoel: Die h6her^n Di/ferenlialqttolienlen |Leipz. Berìchte, voi. 46 (1893) 
voi. ó( (19Q3)|. 
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ha stabilito nella varietà oc' cosi resultante un sistema di coordinate proiet- 
tive (aventi, cioè, carattere invariantivo rispetto al gruppo proiettivo piano); 
e, in base a queste, ha sviluppato la teoria invariantiva della varietà, oo^ 
degli elementi del 2." ordine, rispetto ad un gruppo oo', che si ottiene com- 
binando il gruppo 3o", indotto dal gruppo proiettivo piano, con un gruppo oo' 
(lineare nelle coordinate degli elementi del 2." ordine) che trasforma in sé 
ogni insieme di X)' elementi del S." ordine, appartenenti ad uno stesso ele- 
mento del !." ordine (*). 

Lo Study ha di più considerato le varietà ad una, due o tre dimensioni 
di elementi del 2.*' ordine, alle quali spetta un evidente interesse in ordine alla 
teoria delle equazioni differenziali ordinarie del 2." ordine; e ha determinato 
quelle varietà V, di uno spazio a quante si vogliono dimensioni, che sono 
rappresentabili razionalmente sull'insieme degli oo* elementi del 2," ordine del 
piano, in modo che il gruppo corrispondente su di esse al gruppo proiettivo 
piano vi sia indotto da un gruppo proiettivo del rispettivo spazio. 

Risultò in tal guisa stabilita in particolare una notevolissima relazione 
fra la geometria proiettiva degli elementi del S."* ordine del piano e la ordi- 
naria geometria della retta. 

Ma io non mi dilungherò più oltre in proposito. Dal punto di vista stret- 
tamente gruppale, a cui io debbo qui attenermi, risultano quasi menomati 
o, almeno, travisati l'interesse e la portata di queste ricerche dello Study; 
le quali non vanno separate dalle altre indagini antecedenti e posteriori del- 
l'autore stesso, a partire dalle prime ricerche sui numeri complessi e i gruppi 
continui e dalle Methoden der ternaren Fortnen (Leipzig, 1889) lino alia po- 
derosa Geometrie der Dynamen (Leipzig, 1903) e alle molteplici ricerche di 
Geometria non-euchdea. A noi qui basterà ricordare come la teoria dei gruppi 
continui sia stata per lo Study un fecondo « principio di trasporto », dì cui 
egli ha per cx>sì dire aumentato l'efficacia, sovrapponendo al classico metodo 
della costruzione dei « corpi » di enti geometrici rispetto a un gruppo dato, 
il procedimento del Seqre della continuazione analitica dei parametri e delle 
variabili dal campo reale a campi complessi mano mano più ampi (••). 
Ebbero cosi origine appunto quelle varie Geometrie (Geometria proiettiva 



(*) Ogni elemento del 3." ordine ammette tre orientazioni; e secondo che si considerano 
f^li elemeati orieatati o no si ottei^no dne diversi gruppi oc*, che sono fra loro in corri- 
spondenza (3, 1]. 

(•") Possiamo qui ricordare anche le s^nenti ricerche i E. v, Weber : Zur Theorie der Krei- 
sverioatultsehaflen [Mtlncii. Ber. t. 31 (ItìOl)] Vie komplexen Beivegungeit Leipz. Ber. t. ^(1903)|. 
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duale e radiale, Geomelrìa proiettiva e pseudo confoniie dei Sonii) che lo 
Studv ha teiste inaticanien te esposto nella citata Geometrie der Dynamen (•). 

Ma torniamo alla nostra rassegna per occuparci dei gruppi di trasfoi^ 
maziom bii-azionali. 



Gruppi cremoniani. 

Possiamo tjui da principio ricordare le ricerclie di H. Stkndkh (**), mie (•**) 
e del Newson (****) sui gruppi conformi reali dello spazio e sulle curve e su- 
perficie cìie anunettono infinite trasformazioni conformi. 

Ma ad un più elevato ordine di ricerche appartengono in questo campo, 
i lavori del Fano sui gruppi continui finiti di trasformazioni cremoniane dello 
spazio (♦****) e la classificazione da lui compiuta dei gruppi del Jonquièkes 
generalizzati, o gruppi di trasformazioni birazionali clie trasformano in sé un 
fascio di piani o una stella di rette (*•**••), 

Questi lavori completano quella serie di ricerche che iniziata dall'ENHi- 
QUES con la determinazione dei gruppi cremoniani continui del piano era 
stata continuata dagli stessi Enriques e Fano nella magistrale Memoria in 
cui è dimostrato che i gruppi birazionali continui dello spazio sono bira- 



(*) Un riassunto lìmpido e completo delle vedute e delle indagini dello Study si 
trova nel mi. 16-20 del citato Art, del Fano. 

(**) Iiioariatile FUlchett wwri Kuroe» bei conformeii Gruppeti dea Haumex jDissertation, 
Leìpuig (1890)]. Questa Dissertazione ora srut^itii alla mia attenzioni^; e ne ho appreso l'esi- 
stenza soltanto ora, sul punto di licenziare il manoscritto di questo rapporto (19 nennaio 
1908) dal cenno che della mia Mem., cit. nella Nola seguente, dà l'ENaKL nel Tascìcolo testé 
uscito in luce dello Jahrbìtch ùber die Foiischr. dar Math.; voi. 36 (1907). 

(•"•) Le superficie con infinite Iraaformaeìoni conformi in sé stesse (Dend. della R. Accad. 
dei Lineei, (a) voi. lU (HIOI). — I gruppi continui reali di Irasformagioni conformi dello spoeto 
[Mem. della R. Acc. delle Se. di Torino, (2) t. STi (1905)]. 

(****) TypcB and eonlinuous Oroups of real conformai Tranafortnalions in S^ [Giorn. di 
Mftt., voi. 45 (1907)1. 

(*****) I {/ruppi conlinui i}rimttÌoi di troaformazioui creìnoniaìte dello spatio (Atti della 
R, Accad. delle Se. di Torino, voi. 3-J (1908)). Tie trasformazioni infinitesime dei gruppi cre- 
moninni tipici delio sposto; due-Note. Rend. della R. Accad. dei Lincei (5) voi. 7, (1898)|. 

(*•••••) I gruppi di JoHqitiires generaliasatì |Mem. della R. Acc. delle Se. di Torino, 
voi. 48 (I898)|. 
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zionalmeiite equivalenti o a gruppi proiellivi. o a gruppi voiifoniù. o a 
gruppi del Jonquièkes generalizzati, o, iiitine, a due gruppi ben determi- 
nati oc', semplici, transitivi, pei quali le trasformazioni, die lasciano fermo 
un punto generico, costituiscono un gruppo d'ordine finito oloedrìcamente 
isomorfo al gruppo dell'otUiedro o de il' icosaedro. 

In un ordine di idee affine, più di recente I'Enhiqubs, ha ripreso i re- 
sultati della profonda analisi, con cui il Picahd, il PAixLEvf., il Castelnuovo 
e lo stesso Enriques avevano classificato le siiperiicie con un gruppo bira-. 
zionale continuo in tre famìglie: superficie riferibili a rigate, superfìcie ellit- 
tiche contenenti due fasci dì curve di ugual modulo, superhcie iperellittiche 
delle coppie di punti di una curva di genere due; ed è riuscito a caratteriz- 
zare codeste tre famiglie, sia separatamente sia nel loro insieme, mediante 
i valori dei relativi caratteri invarianti (generi e plenigeneri) (*). 

I due cicli. di resultati così chiusi, sui gruppi cremoniani continui da una 
parte e sulle superficie che ammettono un gruppo siffatto dalt'iiUra, costi- 
tuiscono indubbiamente uno dei più bei capitoti della teoria dei gruppi con- 
tinui, non soltanto per l'impurtanza e la singolare diKfìcoltiì. dei problemi ri- 
solati, ma anche per la profondità di vedute e la ricchezza e genialità di 
spedienti clie vi furono profuse. Talché si può dire oramai che siano poste, 
almeno impliciLamenle, le prime basi di quella geometria algebrica dei gruppi 
continui finiti, che l'opera del Lik aveva lasciato completamente nell'ombra. 

In questo stesso indirizzo algebrico va pur ricordata la ricerca sistema- 
tica, compiuta dal Gabda, dei gruppi algebrici della retta e del piano (•*). 
Egli ha constatato che, all'infuori di un tipo di gruppi ao' della retta (**•), i 
gruppi algebrici da lui considerati compaiono già tutti fra i rappresentanti 
tipici assegnati dal Lie nelle sue tabelle dei gruppi della retta e del piano. 

II Garda ha di più messo iu luce un'interessante classe di equazioni 
differenziah integrabili algebricamente. L'equazione A'|=l, dove A' è il sim- 



(*) Sitlk guper/ìcie oI^e&rtcAe che ammettotio itn gruppo eotttituto di trasformazUim biroMio- 
woti (M aè «fesM (Rend. del Cirr. mat. di Palermo, t. Vi (1905>|. 

{••) Zur Thwrie der olgebraiaekeH Gruppen dar GeradeM und der B>«He fMonnleh. fOr Hath. 
u. Phys-, voi. Il (1900)). — Ueber eime Schar dreigìiedriger aI(/iBfrriusefcer Oruppen der fbewe 
[HonaUta. fOr Hath. u. Phys., vul. 17 {ÌSI»)]. 

(***) Come nota il Carda elesso, i giiippì alftctbfki ao* della retta ernno già Htali imidic)- 
tameote detennioati dal Wbigrstrass: cfr. Bohlmakh, Ueb«r amm gewisae Ktasse continuier- 
ticher Gritppen unrf ihren Zuaamtnenhang tnit den Additiowfkeoremen. DisB. Halle a. S. 189%). 
Annali di Matemalka, Storie 111, Turno XV. 40 
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bolo di una qualsiasi trasformazione infinitesima algebrica in una sola va- 
riabile, ammette soltanto curve integrali algebriche, di genere 0. L'integra- 
zione diretta, che il Carda ha compiuto esplicitamente per n=3, conduce 
per »>-S alla considerazione di integrali pseudo-abeliani, die rappresentano 
funzioni algebriche. 



Spazi che ammrttono obuppi di movimenti. 

Un altro indirizzo fecondo di nuovi e importanti risultati trasse origine 
dalle ricerche e dalie conclusioni del Bianchi sugli 8pazi a tre dimensioni con 
un gruppo contintio di movimenti (*). A tiUi ricerche si connette immediata- 
mente la Dissertazione del Rimini, in cui son messe in luce alcune notevoli 
ed eleganti proprietà di quei tre spazi del Bianchi a curvatura variabile, che 
ammettono un gruppo di movimenti a quattro parametri (**). 

Da un altro punto di vista, il problema stesso degli spazi a tre dimen- 
sioni con un gruppo continuo di movimenti è stato oggetto di indagini da 
parte del Ricci, il quale, in base ai suoi metodi di Calcolo differenziale as- 
soluto, ha risolto la seguente questione : Dato in coordinate generali l'ele- 
mento lineare di una varietà qualsiasi a tre dimensioni, riconoscere se in essa 
siano possibili movimenti rigidi e, in caso affermativo, determinarne il gruppo 
mediante le equazioni di definizione (***). — Più di recente il Ricci ha esteso 
ad una varietà a quante si vogliono dimensioni alcuni dei risultati fonda- 
mentali, a cui era giunta per le V, in quella sua prima ricerca (****). 

Dallo stesso indirizzo aperto dalla citata Memoria dei Bianchi è derivato 
ancora un ampio e complesso gruppo dì ricerche del Fubini, delle quali io 
qui non posso illustrare clie un solo aspetto, in quanto, limitandomi alle 



(*) Stigli spasi a tre diinenvioni, che atWHeitono un gruppo continuo di movimenti [Mem. 
della Soc. il. deUe Se! (3), t. 11 (1867)1. 

(•") Sugli apaei a ire dimensioni, che ammettono un gruppo a quattro parametri di w»o- 
vimenti (Ann. della R. Se. Norm, Sup. di l^sa, voi. 9 (1904)|. 

(**") jShi gruppi continui .di movimenti in una varietà qualungue a tre dimensioni {Meni, 
della Soc. it, delle Se, (3), t. 12 (1899)]. Cfr. anche Ricgi-Levi Civita: Méthodes de Caletti 
différentiét absolu et leurs application» (Math. Ann., t. 54 (1900)|. 

("•*") Sui gruppi continui di mooimenti rigidi negli iperspazi |Rend. della R. Acc. del 
Lincei (&). voi. I*, (l«fò)l- 
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conclusioni che interessano la teoria del gruppi continui, dovrò lasciare nel- 
l'ombra i molti importanti resultati aritmetici e analitici, a cui quelle inda- 
gini hanno approdato. 

Il FuBiNi, attaccando senz'altro il problema generale degli spazi a n di- 
mensioni con un gruppo continuo di movimenti, ha assegnato in forma sin- 
tetica notevolissima le condizioni necessarie e sufficienti, affinchè un gruppo 
possa essere ammesso come gruppo di movimenti da un qualche spazio; ed, 
in base a tale resultato, ha messo in luce come basti la risoluzione di equa- 
zioni algebriche per determinare, mediante le-loro trasformazioni infinitesime, 
tutti i gruppi che si possono considerare gruppi di movimenti; e come con 
sole quadrature si possano poi ottenere gli elementi lineari degli spazi cor- 
rispondenti. Ha esaurito poi, in base al suo metodo generale e ad un altro 
procedimento speciale più rapido, la ricerca dei gruppi di movimenti che 
contengono non più di quattro trasformazioni infinitesime indipendenti e, 
quindi, degli spazi a quattro dimensioni con un gruppo di movimenti. No- 
tevoli in queste ricerche per la loro novità e fors'anche per la loro più ampia 
portata, sono alcune osservazioni sui gruppi discontìnui contenuti nei gruppi 
continui di movimenti degli spazi a tre dimensioni (*). 

Come prima generalizzazione del problema del Bianchi, il Fubini ha 
studiato gU spazi che ammettono un gruppo conforme, scindendo anche qui 
il problema in due: 1." determinazione dei gruppi suscettibili di essere con- 
siderati come gruppi conformi di qualche spazio; 2." costruzione effettiva 
dell'elemento lineare corrispondente. Egli ha così messo in luce l'intima con- 
nessione, in cui la teoria. dei gruppi conformi sta per una parte con la teorìa 
dei gruppi di movimenti (**) e per l'altra, generalizzando in una diversa di- 
rezione, coi gruppi di trasformazioni puntuali o di contatto, che in una me- 
trica qualsiasi conservano le ipersfere (***). 

Ma il più importante contributo recato dal Fubini in quest'ordine dì rì- 



(*) Sugli apaei ch« ajnmeltono uh gruppo eontinuo di tnovimenH [Rend. della R. Acc. 
dei Lincei (5) il, (1901); Ann. di Mat. (3) voi. 8 (liKM)]. — SugiispiMi a quattro divttnsioni ch« 
ammeffono un gruppo continuo di movimenti [Ann. di Mat. (3) voi. 9 (1903)], — Sulla teoria 
delk forme quadratiche Hertniliane e dei siatetni di tali forme [Atti delI'Acc. Gioenia (4) vo- 
lume 17 (1004)]. 

(**) Sulla teoria degli apazi che ammettono un gruppo conforme (Atti della R. Acc. delle 
Se. di Torino, voi. 38 (1903)]. 

(***) Sulla teoria delle ipersfere e dei gruppi conformi in una metrica qualunque [Rend. del' 
R. Ist. Lomb. Ci) voi. 38 (1905)]. 
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cerclie è la cletenninitzione de^lt spazi, che aiiiiiiettono un (gruppo contìnuo, 
il quale pt^nnuti le une nelle altre le geodetiche. Per mezzo di una analisi 
veramente perspicacissima, egli è riuscito per cosi dire a decomporre la dif- 
ficoltà del problema, riducendo la discusttìone che direttamente porterebbe 
ad equazioni alle derivate parziali del %^ ordine, al successivo studio di si- 
stemi di equazioni alle derivate parziali del 1." ordine o di sole equazioni 
differenzialt ordinarie. Ha potuto cosi mostrare come si possa rapidamente 
risolvere il problema nel caso delle superfìcie, già trattato in parte dal Lie 
e sostanzialmente esaurito dalle ricerche del Koenigs e del Raffy; ha com- 
piuto esplicitamente la determinazione delle varietà a tre dimensioni che 
ammettono un gruppo continuo di trasformazioni geodetiche e ha mostrato 
come, esclusi alcuni casi specialissimi, il suo metodo di discussione valga ad 
esaurire il problema anche in uno spazio a quante si vogliono dimeusioni (*). 
Codeste varie questioni gruppali, risolute dal Fubini, rientrano tulle come 
casi particolari nella questione generale di determinare tutti i problemi di- 
namici, pei quali esiste un gruppo continuo che permuti le une nelle altre 
le traiettorie. Anche di siffatta questione dinamica il Fubini sì è occupalo 
con successo, studiando in generale e determinando nel caso di tre coordi- 
nate libere quei problemi dinamici conservativi, che ammettono gruppi con- 
tinui dì trasformazioni del Darboux (cioè gruppi di trasformazioni che per- 
mutino gli uni negli altri gli co' fasci di traiettorie corrispondenti ai diversi 
valori della costante delle forze vive), e risolvendo il problema nella sua 
generalità per i problemi dinamici in due sole variabih (••). 



Altri oRUpn continui finiti particolari. 

Oramai a completare la nostra rassegna dei resultati ottenuti in que- 
st'ultimo decennio nella teoria dei gruppi continui fìniti non resta più che 
far cenno di alcune determinazioni di argomento assai vario. 



(") Sui gruppi di trasformaeioni geotieticke |Mpm, della R, Aec. delle Se. di Torino, (S) 
voi. 63 0803)]. 

(••) Riterch^ gruppnli relative alle equagìoni della dinamica; tre Note; |R.6iid. della R. Acc 
dei Liiic«i (u) voi. ii, e l^i (I9u)l)). -- Sulle traiettorie di nw problema dinamico [Rend. de 
Gire. mat. di Palermo. I. 18 (1905)}. 
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Il Bianc:hi ha sturliato i sottogruppi finiti dei due gruppi continui infi- 
niti delle trasformazioni equivalenti e delle trasformazioni proporzionali, com- 
piendone la determinazione nel caso del piano (*). 

FJd io, per completare la classificazione dei gruppi continui finiti pun- 
tuali dello spazio, ho determinato, in base ad un procedimento già .indicato 
dal Lee, i gruppi che trasformano in sé una congmenza di curve e operano 
su queste imprimitivamente (**). 

È poi noto come il Lfe, nelle sue classiche ricerche sui fondamenti della 
Geometria sia stato condotto a classificare quei gruppi puntuali di S,, rispetto 
a cui due punti ammettono un invariante ed uno solo, e due o pifi punti non 
hanno nessun invariante essenziale (cioè indipendente dall'invariante delle 
coppie). Questo problema gruppale ha dato occasione a due diverse generaliz- 
zazioni; per una parte il Blighfeldt ha determinato i gruppi di S, , che ope- 
rano transitivamente sulle coppie e possiedono uno o piti invarianti essenziali 
per le terne di punti {***); d'altro canto il Kowalewski ha risoluto il problema 
stesso del LrE in S, e, senza limitazioni relative alla realità, in Su (****). E 
di qui poi, ampliando la ricerca, ha preso le mosse per determinare tutti i 
gruppi primitivi dello spazio a cinque dimensioni (*•***). 

Dei gruppi continui finiti di trasformazioni di contatto erano già stati 
resi noti dal Lie tutti i tipi del piano e tre tipi di gruppi esistenti in ogni 
spazio, di cui uno soltanto è primitivo (*•"*"•). L'Knobl, cercando un rappre- 



(•) Sui gruppi eonti»HÌ (ÌKiti di trtaformationi che conservano le aree od i volumi [Atti 
della R. Acc. della Se. di Torino, voi. 38 (1003)1. — ^'♦' nr^ppi continui finiti di Uraeforma- 
ìtioni proportionaii (Ibid.. Ibid.|. 

(*') ContrihtUo aUa delermintaione dei gruppi eonUnui finiti dello apatia ordinario 
(Giont. di Matematiche (3) voi. 9 (1901)1. 

(•"") On a eeriain eìasa nf Oroups o[ Tranaformation i» Spae6 of tkree JHmenaiona (Amer. 
Journ. of Hath. voi. 2i (1000)). PosBÌomo ricordare qui che lo ateSBO autore ha anche rifaUo 
la determinazione dei gruppi continui finiti, primitivi del piano [Trans, of the Am. Hath. 
Soc., voi. 2 (1901)!'. 

^•«••^ fjtber eiiie Kategorit von Tratutformaiionagruppen einer oftrdimetisioitalen Man- 
aigfcatigkeU [Leipz. Ber., voi. 50 (1888)1. 

(•••••) Die primitiven Tranaform<UÌonsgrHppen in fHaf Veranderlichen [Leipz. Ber., 
voi. 51 (1899)]. 

(•••••♦) Cfr. p. es, LIB-G.SGEL, Theorie dw Trans forma4i4>nagruppen; voi. II, Gap. 23-25. Qui 
merita dì essere ricordata la Nota dello Schepfrrh, Sgnthetische Beatituntutig aìter BeriOtrung»- 
transformntionen der Kreise in dU EbenB jLeipz. Ber., voi. 51 (1899)). — Per altre considera- 
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sentante della composizione semplice a 14 parametri scoperta dal Killivo, 
aveva costruito un tipo notevolissimo di gruppi oo" di trasformazioni dì con- 
tatto di S„ operanti primitivamente nello S^ degli elementi di superficie {*) ; e 
lo ScHEFFERS, nclk SUR dissertazIone, aveva classificato quei gruppi continui 
lìniti di trasformazioni di contatto delio spazio, ciie trasformano le une nelle 
altre <x>' equazioni alle derivate parziali del 1." ordine (**). 

Ora il KowALEWSKi, determinando i gruppi primitivi di S.C^), ha con- 
statato che in 5, non esistono altri gruppi continui finiti primitivi di trasfor- 
mazioni di contatto all'infuori dei due tipi del Lib e deU'EN'GEL; e I'Osbbn ha 
determinato alcune nuove classi di gruppi di trasformazioni di contatto di S^ 
(operanti imprimitivamente nel solito S^) (***•); talché a completare la clas- 
sificazione in S, mancano oramai soltanto i tipi di una categoria di gruppi 
ben definita e non priva, a dir vero, d'interesse pei problemi di integrazione: 
quella dei gruppi di trasformazioni di contatto, che moltiplicano il solito 
pfaffiano 

dz — pd X — qd y 

per una costante, e trasformano fra loro imprimitivamente le variabili ir, 

y, p, g (•*•**). 



zìonì geometriche in proposito si veda W. de TANHE><BEBa, Sur quelqufs traiisfornuUions de 
cmUact (Comptes Rendus, t, 131 (1902)1. '- LuDWid, IJeber den Zitsammenkang der Berith- 
rungalransfortnafionen der Kreise eiiier EAene mit der coiiformeu Abbildungen dea Raumea [Bend. 
del Gire. mal. di Palermo, t, 23 (1907)]. Il Ludwig ha poi anche studiato il gruppo oo** delle 
trasformazioni di contatto algebriche su di una sfera, che trasformano cerchi in cerchi: Véber 
die Beriihrunffsti-ansformaiioneH der Kreise auf etner Kugel. [Deutsche Math. Ver. t. 14 (1905)]. 
(•) Questo gruppo, noto all'ENOEL fin dal 1888, fu fatto conoscere da lui al pubblico ma- 
tematico solo nei 1893 [Sur uh groupe simple A quatiyrze parantètres: Comptes rendus, t. 116] : 
simultaneamente esso veniva ecoperto dal Cartan [Comptes rendus, ibid.|. Si riferiscono a 
siffatto gruppo i recenti lavori dell'EsaEL, citati a pag, 302. 

(**) Bestintmung einer Klasse von Beriihrungatratisformalionsgruppen dee dreifack au- 
gesdehnten Raumes |Acta math., t. 14 (1891)]. 

(•"•) Die primUiveH Trans fonti ationsgruppen i« fSnf Veiiìnderlichen |Leipz. Ber., 
voi. 51 (1899)}. 

{•*••) Ueber einige irredutibleu Gruppen von BerHhrìtngstraiìsfonnationen in» Raume [Oefr. 
af k. Vetenskaps-Akad. Fòrhandl., 1901). — fJeber die endlichen, cotUinuierlichen, irredn- 
cihlen Beriihrungslran$formatUmsgruppen im Raume [ Disserta t ion ; Lund, 190!). 

(""") A proposito della teoria delle trasformazioni di contatto possiamo ricordare le ricer- 
che dei LiBBUANN {Zuf Theorie der enveitei-ien BerHhrungstransformalionen [Leipz. Ber., voi. 51 
(1899)1) ii quale ha ridimostrato i teoremi fondamentali del Backlund e dell'ENOEL sulle tra- 
sformazioni osculatone di qualsivoglia ordine delle varietà Vm di un S, : in base a tali teoremi 
codeste trasformazioni si riducono a trasformazioni di contatto estese se m ^ h — 1, a trasfor- 
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dopo la morte di Sophtis Lie {1898-J907). 



A queste determinazioni di gruppi di trasformazioni di contatto vanno 
ravvicinate le ricerche del Kowalewski sui sistemi pfafflani, che ammettono 
un gruppo continuo finito di trasformazioni; la considerazione di siffatti si- 
stemi si presenta naturalmente nelle indagini relative ai gruppi puntuali 
primitivi di uno spazio qualsivoglia. — Sono fondainentaU in quest'ordine 
di idee i resultati dell'ENOEL sulla teoria invariantiva dei sistemi pfaffiant (*), 
resultati su cui forse l'attenzione dei matematici non si è fermata quanto essi 
meritavano. In base ad essi il Kowalkwski ha stabilito alcune conclusioni 
generali che escono dal quadro di questo rapporto, sui sistemi pfaffiani a 
cui sono connessi invariantivamente sistemi illimitatamente integrabili: nei 
riguardi della teoria dei gruppi egli ha determinato tutti i sistemi pfaffiani 
in cinque!**) 6 sei (***) variabili che ammettono un gruppo continuo iinito 
primitivo di trasformazioni puntuali, e ha dimostrato, come corollario dei 
suoi teoremi generali, che in otto variabili non esiste nessun sistema pfaf- 
fiano che sia invariante rispetto ad un gruppo di trasformazioni puntuali («•**). 



Gruppi continui finiti ed equazioni differenzi ali. 

Siamo cosi oramai entrati in quell'ordine di indagini, che furono dirette 
a determinare e studiare equazioni e sistemi differenziali, che ammettono 
un gruppo continuo finito di trasformazioni (*•***). 



i puntuali esleee 8« m<» — 1. Anche il Pascal ha assegnato una verifica diretta 
del teorema del Bàcklund nel piano |Reiid. del Gire. mat. di Palermo, voi. 18 (1904». — 
Ancora nella teoria delle traeforfli azioni dì contatto, ma in un altro ordine di idee, possiamo 
qui ricordare la Dissertazione (di Greifewalii) dt F. 3. Dohmbh {DarstéUung der BerAKrungs- 
Iransformaiioneii in Koiitiexkoordiitatett [Leipzig, 1905]), il quale ha studiato sistematica- 
mente i vari modi, in cui una trasformazione di contatto di S. è rappresentabile come una 
trasformazione delle i h + Ì coordinate omogenee di punto e di piano. 

(*) Zhi- Invariantentheorie rier Systeme uon Pfaff'selien Oteichungen [Leipz. Ber. voi. 41 
(189») e voi. 43 1890)]. 

(••) Die primUioeH Ti-ansformafwnsgruppen in fUnf VerSttderlichen [Leipz. Ber. , 
voi. 51 (1899)]. 

(■*•) Ueber SgsUine von Pfaff'sehs» GleichMìtgen mit eiuer printitlven Transformatiotts- 
gruppen [Leipz. Ber., voi. 51 (I899|. 

(•••*) tr«6w- Sysleme von Pfaff'sehe» Gleichungen [Leipz. Ber. voi. 53 (1901)|. 
(*^**) Non sarà qui fuor di proposito il rieordiire il « VorlSuftger Bericht » dello Scheffehs, 
Ueber liitegratioitstheorien voh Sophits Lie [Jahresber. der deutschen Math.-V?r. voi. li (Itì03)], 
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'Hi Arnaldi: Sui prìnàpali resultati ottenuti nella teoria dei gmpxn continui 



Lo CzuBRR ha rielaborato sistematicainente, per una via alquanto di- 
vei-sa da quella del Lie, la teoria dei gruppi a un parametro del piano e 
la loro applicazione alla teoria di integrazione delle equazioni differenziali 
ordinarie del 1." ordine (*). 

Il BouLANGEH ha dimostrato che le equazioni differenziali ordinarie del 
3." ordine che hanno la forma 

y"' = R (x, 1/, ij, y'), 

dove K è funzionale razionale di y', y" e analitica ^'\ x e y, % che ammet- 
tono un gruppo conlinuD oo* 

sono o lineari o riducibili a lineari mediante una trasformazione della va- 
riabile, associata eventualmente, ad un cambiamento di funzione (**) ; cosicché 
è venuta a mancare la speranza di poter giungere per questa via alla deter- 
minazione di nuove classi di trascendenti. 

Sui sistemi di equazioni differenziali ordinarie, che anmtettono un gruppo 
continuo finito di trasformazioni puntuali, ha istituito una ricerca sistematica 
diretta {***) lo Zinulek, il quale è giunto in particolare alla determinazione 
di tutti i sistemi differenziaH in tre funzioni incognite, che ammettono un 
gruppo continuo puntuale oo*, oo', o <»', limitandosi in quest'ultimo caso 
ai gruppi , che contengono un sottogruppo invariante abeliano e transi- 
tivo (•**•). 



nel qu&le Buno distMisee nel loro gradiiftle s\'iluppa le v<;dule e le conti usiooi del Lis intorno 
al problema dell'integrazione di un sistema completo, cbe ammetta trasformazioni iofinite- 
8ime note. É vivamente desiderabile che sia presto pubblicato il «Bericht* definitivo. 

(*) Zt*r Thmrie tier timglwtlrigtu BrnppeH in der EbcHt uhA ihnr BesUlnutgtH «w det* 
yemióhttliche» D^ernttìaitfieichtMgtii l' OiyJnuMjf [Wien. Ber. voi. 113 (19(13)). — Zm Qeontttrie 
dar gewdhntichen DiffenitUalgltichunfiet* [Festsebrift L. Boltzmann gewidmet (1904)]. 

(**) Sur Iw éqttations différtittieUw d» trvitième ordre, q»i ad*ttette»t uu groupo continn 
(le transforntalioHs |Complee Rendus, t. 136 (1<J03): Bull, de la Soc. math. de France, L 31 
(1903)1. 

(**■) Bastava auiueiitare il numero delle variabili o l'ordine massimo di derivazione per 
ricadere iid caso dì un sistema del 1." orduie o dì un'unica equaaioue diflerenziale in due 
variabili. Ma è cliiaro che in tal modo si giunge a sistemi dilTerenziali che non sono eom- 
pletameiite equivalenti ai dati. 

(****) Ueb6r simìiitaM geivóhutidte Diff^ratUiaiuhicImHSitH, wekh« cotttiHuierliehe Traiwfi^- 
maMOTM0rui)p«ii geatattm [Monateh. fUr Math. und Phys., voi. 11 (1900)]. 
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dopo la «torte di Sophus Lle. {1898-1907). 



Il Campbell (*) ha clasaitìtato i tipi di equazioni lineari alle derivale 
parziali del "ì." ordine in tre variabili iudipeiideutì, che aininellono un ffi'upjio 
continuo di tt-aafonnazioni a non piii di tre parametri (**). 

Infine il Wilczinski, generalizzando, in un certo senso, i sistemi diffe- 
renziali con soluzioni fondamentali, lia consideralo (***) quei sistemi diffe- 
renziali ordinari in » funzioni incognite, la cui soluzione generale ■/;,(* =1, 
2,..., m) si ottiene da una soluzione particolare qualsiasi tf,{i = l, !2, ...,») 
mediante relazioni della forma (****) 

Ti, = y,fi^{x, a,, «i,..., (t.) yt', 

dove le ^.i, sono funzioni uniformi delia x. 

Queste relazioni, ove si consideri la x come una variabile iKm trasfor- 
mata, definiscono uu gruppo continuo x-^ che il Wilczjkski chiama Unearoide, 
designando con lo stesso nome i sistemi differenziali suindicati. Sulla na- 
tura analitica delle soluzioni di questi sistemi, i quali hatnio punti critici 
tissi, il WiLcziNSKi Ila compiuto un'indagine d'indole generale, procedendo 
poi ad una determinazione completa dei gruppi liuearoidi in due variabili 
e dei corrispondenti sistemi differenziali. 



{") Oh the Types af linear paiiiat (lìffenutial Equations of the aeeimd arder in three Ìh- 
dependent variablee mhieh are unaU«re<l by the TransformntioHit ofa coiUinu</us Group [Traim. 
of the Am. niath. Soc, t. 1 {1900)1. 

(**) In base a concetti ^fi-uppali il Hisconcini ha daasitlcati i pi-oblenii dinamici relativi 
a quei sistemi oloiioiiii, a legami iiidipeiideati dal tempo, i quali, quando non agiscono forze, 
ammettono un gruppo di integrali fondamentati {Pi una elasaifieaeUnte dei problemi ditiamiei 
[Nuovo Cimento (5) voi, 1 (1901)]). Lo stesso autore, sulle tracce delle ricerche del Leve 
Civita sui potenziali binari, ha applicato considersizioni ((ruppali a determinare 1 tipi di solu- 
zioni della equazione 

che si possono far dipendere da due soli parametri {Sulle oU>naioni di uHa membrana che 
si possono far dipendere da due soli parametri [fiera, della R. Acc. delle Se. di Torino, (2) 
voi. 54 (1903)1). A questo stesso ordine di idee appartiene anche la mia Memoria: Tipi di 
polengiali che, divisi per una fuuziotie fissa, xi possono far dipendere da due sole oariabili 
IRend. del Circ. mat. di Palermo, t. 16 {l'MÌ)]. 

{***) Oh Systems of muUiform funcliona belottging to a gronp of linear SubidUiUioìts tDÌth 
unifonn coe/fieieHts [Anier. Journ. of Math., voi. 21 (1899)). ~ On Jduearoid Diffei-enfial Equa- 
tiotis [Ibiiì., ibid.). — On conlinuous Binary Linearoid Qroups awl the eoiresponding IHffè- 
rential Equaiions and A. Funclions |Ibìd., voi. -ìi (1900)}. 

(*"**) Si trattei-ebbe di (particolari) sistemi differenziali con soluzioni fondamentali se le 
f* fossero indipendenti da x. 

Ahhoìì di Matematica, Serie III, Tomo XV. 41 
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3l6 Arnaldi: Sui principali resultati ottenuti nella teoria dei gruppi continui 



Di nuovi contributi alle teorie di classificaeione e integrimone delle equa- 
zioni e sistemi differenziali sulla base dei rispettivi gruppi di razionalità 
avremo a far cenno più innanzi, nel render conto delle indagini sui gruppi 
continui infiniti. 

Qui intanto vanno menzionate le ricerche del Marotte, il quale ha messo 
sovratutto in luce come per lo studio analitico delle singolarità dì un'equa- 
zione differenziale lineare a coefficienti razionali e per la classificazione delle 
trascendenti che la integrano si presenti naturale e vantaggiosa la conside- 
razione di quei sottogruppi del gruppo di razionalità di Picard- Veebiot, che 
egli chiama gruppi di meromorfia relativi ai vari punti singolari dell'equa- 
zione e che, in sostanza, godono, ciascuno neirintorno di un punto singolare, 
di proprietà caratteristiche analoghe a quelle, che definiscono il gruppo di 
razionalità rispetto a tutto il piano complesso (*). 

In altra direzione ha tratto largo profitto dalla teoria del gruppo di ra- 
zionalità il Fano nelle indagini che, sulla base di considerazioni geometriche, 
ha compiuto intomo alle equazioni differenziali lineari omogenee, le cui so- 
luzioni fondamentali sono legate da relazioni algebriche (**). 

Da ultimo, in quest'ordine di idee, meritano un cenno le ricerche del 
LoEWV sulla reducibilità delle equazioni differenziali lineari in relazione col 
rispettivo gruppo di razionalità (***), e le sue considerazioni sui fondamenti 
della teoria di Picard-Vessiot {*•**). 



(*) Les équatioiis différentietks Unéaireii et la tkéorie dea groupea jAnn. de la Fitculté 
òtte Bciences àe Toutouse, t. 12 (1898)]. 

("*) Queste ricerche sono in parte anteriori al decennio di cui qui ci occupiamo. Noi ci 
limiteremo a rioordare le note nulle equazioni differenziali cbe appartengono alla steeea specie 
delle loro a^iunte (Atti della R. Acc. delle Se. di Torino, voi. 34 (1899): Rend. Lincei, (5) 
voi. 8, (1899)1 e l'ampia Memoria, ia cui sono riaesunte e coordinate tutte le precedenti ri- 
cerche del Fano, Oeber lineare homogene Differentialghichuugen mit eUgebraischen Relalionen 
gmisehe» rter Fvndam«niaU6sur»g«n [Matti. Ann., voi. 53 (IflOD)). Alle Note del PAHO, dianzi 
citate, si riattaccano direttamente due Note del Lobwy [Comptes rendua. t. 133 (1901); Mtinch. 
Berichte, voi. 32 (1909)1. 

(*"*) UébtrdieirfVdvieff}ìeHFa^»vnHriesUHeareitìmmogenenIHffetvntiakiiMdntek««\Ìj^^ 
Ber., voi. 54 (1902)]. — Ueber redusible Utiean komogent Diffèrentialgleicìmngen |Gfitl. Naeh- 
richten 0^*^! Math. Ann., voi. 56 (1903)]. Un notevole teorema sulle varie possibili decom- 
posizioni in fattori di una forma differenziale lineare (teorema ridìmostrato nella prima delle 
due note precedenti) si trova in Landac, Sin Sate after die Zerlegung homogener lineaf«r Dif- 
ferentiaUtuadriicke ìh irreducible Factoreti [Journ. f. d. r. a. ang. Malh., voi. 194 (19Qt)f. 

(""") Str Us groupes (fa tretnsfonnatiofiB litt iqiuUioHB différentielles ìitiiairt» [Bull, des Se, 
math., (2) t. 26 (1902)|. — Ueber die Adjutiction voh InlegraleH linearer hotHogener Differem- 
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dopo la morte di Sophfu Lie (1898-1907). 



Compiuta così la nostra sommaria rassegna dei lavori sulla teoria dei 
gruppi continui finiti, accennerò, prima di passare ai gruppi infiniti nel senso 
del Lue, a due specie di gruppi, presentatesi spontaneamente all'attenzione 
dei matematici, e che un giorno potranno essere argomento di indagine 
proficua. 

S. Kantoh, nell'ultimo suo lavoro, riferendosi al gruppo delle trasfor- 
mazioni birazionali di uno spazio qualsiasi, ha mostrato, fra considerazioni e 
deduzioni, a dir vero, assai nebulose, l'opportunità di studiare i gruppi misti 
a infinite schiere, anche nel caso in cui le trasformazioni che appartengono 
al prodotto di due fra codeste schiere non siano date né da un'unica schiera 
né da un numero finito fra esse (*). 

J. Le Roux, d'altra parte, introdotte nello studio dei sistemi di equazioni 
alle derivate parziali le funzioni analitiche di un numero infinito di variabili, 
e considerate le soluzioni generali come funzioni delle variabih indipendenti, 
dei loro valori iniziali e dei valori iniziali dei parametri fondamentali (che, 
tolto il caso dei sistemi del IMaver, sono in numero infinito) mostra come 
allo studio delle variazioni che codeste soluzioni subiscono at variare dei 
valori iniziali vadano naturalmente connessi certi gruppi continui di trasfor- 
mazioni ad un numero fìnito di parametri, ma operanti su di un numero 
infinito di variabili. Delle sue ricerche in proposito il Le Roux, eh' io mi 
sappia, ha pubblicato soltanto la prima parte, che, in quest'ordine di idee 
gruppale, non va oltre le prime definizioni (*•), 



iiatgleiekungen {Math. Ann., voL 59(1904)]. Ctr. anche Zwr Bruppentheorie mil Anivendungen 
auf die l%eorie der linearen homogetten Differenlijzlgteichungen [Trans, of the Am. Math. Soc., 
voi. B (l«H)]. 

(*) Uéber eine neue Klaase gemi»chier OtHppen und eme Frag« iiber di« MratiotiaJm Tran- 
afùrmationen [Wien. Bericht«, voi. 112 (1903)]. 

("*) Seeherches »ur ks équationa aitx dérivtes partieUea [Journal de mathématiqueB (b) t. 9 
(1«)8)1- 



dby Google 



318 Ama Idi ; Sui principali resultati otfennU nella teoria dei gruppi continui 



Gruppi continui infiniti speciali. 

Passando ai grvippi continui infiniti nel senso del Lie, enumererò anzi- 
tutto rapidamente le varie classi particolari dì gruppi infiniti che in questo 
campo furono oggetto di indagine durante l'ultimo decennio. 

Il KowALEWSKi ha dimostrato che in cinque variabili non esistono altri 
gruppi continui infiniti primitivi all' infuori dei tre tipi resi noti dal Lie: 
gi'uppo puntuale totale, gruppo delle trasformazioni proporzionali e gruppo 
delle trasformazioni equivalenti (•). 

lo trassi di qui occasione a constatare che lo stesso accade in St, mentre 
in S,, accanto ai tre gruppi del Lie è primitivo anche il gruppo puntuale 
infinito che trasforma in sé l'equazione pfafflana 
d s — yd X = 

(gruppo delle trasformazioni di contatto del piano (**). 

L'Engel, riprendendo una ricerca iniziata dal Vivanti (**•) e completata 
da E. V, Webek (****), ha determinato, analogamente a quanto egli aveva fatto 
per le trasformazioni infinitesime di contatto (*•***), tutte le trasformazioni 
infinitesime che lasciano inalterata un'equazione pfafBana qualsivoglia (**•**•) ; 
e, sulle tracce della ricerca dell'ENtiEi., F. Winklek, nella sua Dissertazione 
di Lipsia, ha determinato le trasformazioni infinitesime clie trasformano in 
«è un pfafflano qualsiasi, a meno di un fattore numerico e di un termine 
addittivo, che sia un differenziale esatto (******•). 



(•) Die piimiliveu Traiisformalioitagruppen in fAuf VerAnderiicheu [Leipz. Ber., 
voi. 51 (1899)]. 

("•) / gruppi continui infiniti primitivi in tre e quattro variabili [Atti della R. Accod. 
di Se L. e A. in Modena (3) voi. 7 (1906)). 

(**<*) Suite trasformrusioni infinitesiìne che laaciano invariata un'equaeione pfaffiana 
IReiid. del Circ. mal. di Palermo, t. lì (1898)). 

(****) Sulle trasformasioui inftnilesim« che lasciano invariata un'equazione pfaffiana 
(Rend. del Gire. inat. di Palermo, t. 12 (1898)]. 

(•••") Khinere BeitrUge m. s. »r. HI Die iufiiiUeaimalen BerOkrungatranaformationen 
ILeipz. Ber., voi. 43 (1891)]. 

(""•") Die infinitesitnalen Transformaiionen einer PfafTschen Gleichung (Leipz. Ber., 
voi. 51 (1899)). 

(•""*•■•) Die influitesimaleu Transfortnatione», welelie einen Pfaffgchen AMdrucIc oòtfolid 
ifer modulo eines vollaiandigen DifferentiaU invnrinnt Uuaen [Dissertation, Leipzig (19%)]. 
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dopo la morte di Sophiig lAe {1898'X907). 



Ad analoghi problemi per le forme ai differenziali d'ordine superiore al 
1.** e in pai'ticolare del 2." ordine ha recato il Pascal notevoli contributi (•). 

Il FoRSYTH, riprendendo e modificando i procedimenti delZoRAw ski {•*) 
ha determinato e discusso, con uniformità di metodo e in base alle vedute del 
LiE, gli invarianti ilifferenziali delle curve nel piano (***) e su di una superficie 
qualsiasi (*•**) e delle curve e delle superficie nello spazio {*****) (****•*). 

Il WiLcziNSKr, generalizzando le classiche ricerche del Laouerrb, dello 
Halphen, dei Brioschi c**»***)^ ha determinato il gruppo puntuale infinito, che 
lascia inalterata la forma di un qualsiasi sistema di equazioni differenziali 
lineari ordinarie in più funzioni incognite e ne ha studiato gli invarianti dif- 
ferenziali, costruendo esplicitamente il sistema completo nel caso particolare 
di due equazioni del 2." ordine fra due sole funzioni. 

Come ad ogni equazione differenziale lineare corrisponde un tipo proiet- 
tivo di curva integrale, cosi ad ogni sistema di due equazioni differenziali lineari 
ordinarie del 2° ordine fra due funzioni si può associare un tipo proiettivo di 
superficie rigata; e perciò il Wilczinski ha applicato i suoi resultati allo studio 
delle proprietà proiettive differenziali delle superfìcie rigate {********), 

Il MEDOi,AGHr, infine, ha considerato i gruppi continui infiniti che dipen- 
dono soltanto da una funzione arbitraria ad un solo ai^omento e ha classi- 



(*) Le trasfarmazioni infinitesime applicai ad una formn differeneiaU di ordine r. 
|Reiid, Lincei (p) voi. 13, (1903). — Sulle tragfomtaeioni infinitesime che lascinno invarialn una 
forma o una equaeione ai differenziali totali [Ibid., ibid.J. 

(•*) Ueber Blegunasinvarianie». Eine Amvenduny der Lie'achen Gruppenifceort* (Acta 
uiath., t. 16 (t8»2)|. 

(***) Differentiai Invariants of a Piane and of Ctirvee in the Pkttie [Read, del Gire, 
mat. di Palermo, t. SI (1906)]. 

(****) Hhe différeniial invariants of a surfaàe, and their geometrie aignifkance [Phil. 
.Trans, voi. «01 (A) (1903); Proc. of the R. Math. Soc. voi. 71). 

(••"•) The differentiai invariants of apace [Phil. Trans. 202 (A) (1904); Proc. of Ihe R. 
Math. Soc., voi. 72 (1901)]. 

(•••••") Ricerche sugli invarianti int^rali anche in rapporto colla teoria dei gruppi con- 
tinui furono compiute da Th. db Dondrx, Étude sht ìee invariants integrane [Reiid. del Circ. 
math. di Palermo, t. 15 (1901), t. 16 (1902): Applicafion nouveU» des invariants intégra%ix 
[M^m, couronnés etc. publiée par l'Acad. de BeigiqueL nouv. sèrie; l. I, (1905)). 

{•*•••••) La teoria invariantiva delle equazioni differenziali lineari omogenee è stata riela- 
borata sistematicamente, secondo i metodi del Lie. anche dal Booton, Inuarianfs oflke getterai 
linear differentiai equalion and their relation lo the theory of continuoue groups [Amer. Journal 
of Math. voi. 21 (1899)|. 

(•*•*••••) Le numerose Memorie del Wilczihski sii n'argomento sono pubblicate in massima 
parte nelle Tinnuactions of the Am. Math. Society a partire dal 1901 ; i risuitati furono esposti 
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3^ Arnaldi: Sui principali resìUlati otteìmli tiella teoria dei gruppi continui 

ficaio le equazioni alle derivate parziali del %" ordine in due variabili indi- 
pendenti, che ammettono un gruppo puntuale siffatto (*). 

Per quanto riguarda i grttppi continui infiniti di trattformusioni di con- 
tatto, risulta da ricerche già citate-dei Kowalewski {**) che ogni gruppo sif- 
fatto di Ss, il quale non coincida col gruppo totale, opera imprimitivamente 
nello spazio a cinque dimensioni degli elementi di superhcie. Perciò io de- 
terminai i gruppi infiniti analoghi ai gruppi iiniti delio S<;heffehs, cioè i gruppi 
continui ìnliniti irreducibili di S, che trasformano le une nelle altre »' equa- 
zioni alle derivate parziali del 1.** ordine (•*•). 

11 Lebbsouk, riprendendo un problema, di cui si era già occupato il Lie, 
senza poi inai pubblicarne la soluzione, ha determinato le trasformazioni di 
contatto che ad Oflm superfìcie minima fanno corrispondere una superfìcie 
minima. Sono esse trasformazioni di piani, e la più generale trasformazione 
di contatto di questo gruppo si ottiene, all' infuori di una similitudine, fis- 
sando ad arbitrio una superficie minima ^^ ^ facendo corrispondere ad ogni 
piano P il piano ad esso parallelo ed equidistante da P e dal piano tangente 
a £g parallelamente a P. Queste stesse trasformazioni di contatto trasformano 
in sé l'insieme di tutte le superficie parallele a superficie minime (****). 

Da lUtìmo dobbiamo qui accennare al gruppo continuo infinito reducibile 
delle trasformazioni di contatto equidistanti o equihtnghe del piano, al quale 
lo ScHEPKEKS fu Condotto dalle sue ricerche sulle cnrre isogonali ed e^uitan- 
genziali {*****). Questo gruppo delle trasformazioni di contatto equidistanti è 



8)8l«inaticamente dal Wilckihski, insieme con una ri elaborazione personale della teoria dello 
Halphen degli invarianti proiettivi delle curve piane e gobbe, in: Pnjectim aif^renUal Q«o- 
metrif of CVniM and ruhd Surfaces (Leipzig, 1906]. 

(*) Sui gruppi isomorfi al gruppo di tHtIe le tnuformtuioni 4t urta variabile (Hem. I) 
IRend. del Gire. Hat. di Palermo, t. H <lS98)j. — CkusifteaeioM Mie equuMÌo»i alte derivale 
pareiaìi del secondo ordine, che ammettono un gruppo infinito di traafonnaeioHi pnnittaìi [Ann. 
di Mat.. (S) t, 1 (1896)1. 

(**) Die pritnMven Tranaformationegmppen in fanf Veranderìichen [Leipz. Ber,, 
voi. 51 (1899)]. 

(***) Shì gruppi cimtinìU infiniti di trasformazioni (ti contatto deUo spoMio (Hem. della 
R. Acc. delle Se, di Torino, (2) t. 57 (1906)|. 

(****) Sttr ÌSB traneformtìtiona de eantaet dee surfaces minimo [Bull, dee Se. matfa-, (2) 
t. 36 (1902)]. 

{*****) Dato un sistema oc' di curve del piano lo ScHEFPERsdìeeequitangenziale rispetto ad 
esso ogni eurva, tale che sulle tang<;nti comuni ad essa e alle curve del fascio sia costante 
il semento intercetto fra i due punti di contatto. Cosi ad ogni sistema ao' di curve piane 
corrisponde un sistema oo' di curve equi tangenziali. 
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cosHluilo »Ja tutte le trasformazioni di contatto che trasformano rette in 
rette (*), «H modo che i segmenti corrispondenti siatw uguali. — Tale gruppo 
continuo infinito fa perfetto riscontro al gruppo conforme piano. Contiene 
anch'esso come sotto^uppo puntuale massimo il gruppo dei movimenti e 
delle similitudini, e trasforma gli uni negli altri i sistemi 30' di curve equi- 
tangenziali, appunto come il gnippo conforme opera sui sistemi 00' di cuitc 
isogonali. Di più, se nel piano assumiamo come cooniinate della retta i coef- 
ficienti M, V che compaiono nella cosi forma normale della equazione della 
retta 

X cos u-\- 1/ seii a — « := 0, 

e accanto all'unità reale introduciamo un'alti-a unità j tale che f = 0, la più 
generale trasformazione di contatto equidistante è rappresentata sotto ia 
forma 

u + jv = f{u + jv), 

dove f designa una qualsiasi funzione analitica nel campo complesso 

Come nel caso del gruppo conforme, le trasformazioni equidistanti che 
trasformano cerchi in cerchi custituiscoiio un gruppo misto algebrico i3o', 
che è analiticamente rappresentabile nel campo complesso [1, j] mediante 
trasformazioni lineari e costituisce il gruppo foadamentaie della >< Geometria 
di direzione » del Laguebbb {*•*). 

Lo Studv ha mostrato come su ogni superfìcie esista un gruppd di tra^ 
formazioni di contatto equidistanti, caratterizzate dalia proprietà di trasfor- 
mare le une nelle altre le geodetiche e di lasciare inalterata la distanza geo- 
detica fra i punti di due elementi lineari qualsìansi di una geodetica. In 
particolare sulle superficie a curvatura costante codeste trasformazioni di 
contatto equidistanti ammettono, in base ad opportuni sistemi di numeri 
complessi, una rappresentazione analitica, analoga a quella del gruppo con- 
forme e del gruppo dello Scheffbks. Di più lo Study ha esteso le sue con- 
siderazioni anche agli spazi a tre dimensioni e a curvatura costante ed è 



(") Risulta di qui senz'altro la reducibilità del grappo. 
(**) Isoyonalkurve», AeqHitangentialkitroeii und komplexe ZaMeti |Verh. des 3. iiitern. 
Math.-Kongr., Heideiberg, 190*; Math. Ann., voi. 60 (1906)1. 

(•••) GrHnwat.d. Vfher duale Zahhn und ìhrt Aìnpondung tu rfw Genmetrie [Monatsh. 
f. Math. u. PhvB., voi. 17 <1906)1. 
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notevole die mentre negli S, non-euclidei le traaformazioaì <ii i-ontatto equi- 
distanti costituiscono, come le trasforuiuzioni puntuali couforiiii, un (j^ruppo 
finito a dieci parametri, nello S^ euclideo esse danno luogo ancora ad un 
gruppo continuo infinito (*). 



Ikohia ueneuale: dki onum contìnui infiniti. 

Ad un più largo ed elevato ordine dì idee e di resultati ci conducono 
lìnaliueiité i pochi lavori pubblicati in questo decennio sulla teoria generale 
dei grtiptd continui infiniti. 

Solo il Vbssiot, il Cahtan e il Mbdolaghi hanno lavorato in questo 
campo. 

Il Vesriot, nella prima parte del suo Memoir couronité del 1903, ha avuto 
sovratutto il merito di riprendere, chiarire e completar sotto qualche aspetto 
quelle ricerche dell'ENGEL e del Medoi.aohi, che non avevano ottenuto certo 
diffusione e seguito pari alla originalità e all'ini portanza. 

L'Engel, nella sua Disaertazione che risale al 1885 (**) e in una Nota 
complementare del 1894 {***), aveva assegnato un metodo che permette di 
costruire le equazioni di definizione delle trasformazioni infinitesime di tattf 
ì gruppi continui, finiti e infiniti, in n variabili, quando si conoscano le tras- 
formazióni infinitesime di certi gruppi continui Uniti di composizione parti- 
colare. Questa singolare corrispondenza fra i gi'uppi in n variabili finiti o 
infiniti e quei particolari gruppi finiti o gruppi caratteristici dell'ENGBL, era 
stata poi studiata e discussa nel 1897 dal Medolaghi (***•), il quale era riu- 
scito in particolare a identificare i gruppi caratteristici dell'ENGEL in quelle 
due serie di gruppi semplicemente transitivi, a due a due reciproci, le cui 
equazioni finite si ottengono nel seguente modo: si immaginino tre serie 



(•) Ueber mekrere Probleme dir Geoittelrie, lite item Problem tler koufonneu AbbUdung 
anaUiy aind [Sitz.-Ber. (I. Niederrhein. Ges. f, Natur,-u, Heilkunde, Borni lOOi]. 

(**) Ueber die DeftitUioHisgleichunyen rler coitiinuirlickeH Ti'aHaformfU4oHei/ruppeH['SiaÌìi. 
Ann. voi. 27 (1886)1- 

(••*) Kleinere Beilràge ii. 8. w. : tX: Dfe DefinitiottsgleichutigeH der coHtÌHHÌrtich«H Tran- 
gformatioimgruppeu (Leipz. Ber., voi. Vì (I894)|. 

(••••) StiUrt teoria dei gruppi »ij?»(H coittinui [Ann. di Mat-, (2) voi. 26 (I8tf7)|. 
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Zi, Hi, X, (t = 1, !à,..., n) 

e, pensate le 8, come funzioni composte delle x, per mezzo delle y,, si espri- 
mano le derivate, tino ad un certo ordine, delle z rispetto alle te in funzione 
delle derivate delle z rispetto alle y e delle y rispelto alle x- Infine nelle 
equazioni cosi ottenute si considerino le derivate delle z rispetto alle x come 
variabili nuove, le derivate delle z rispetto alle y [o delle y rispetto alle icj 
come antiche variabili e le derivate delle y rispetto alle x [o delle z rispetto 
alle y] come parametri. Sono questi i gruppi indicati. 

L'analisi del Medolaohi aveva condotto, come a resultato saliente, ad 
un procedimento determinato e diretto, che permette di risalire dalle equa- 
zioni di definizione delle trasformazioni infinitesime di un gruppo qualsiasi 
alle equazioni dì definizione delle rispettive trasformazioni finite, non appena 
siano note le equazioni del corrispondente gruppo caratteristico dell'ENOEL; 
e codeste equazioni di definizione sotto la forma del Medolaghi rappresen- 
tano per ora il più semplice e più maneggevole strumento di ricerca, che si 
possieda in questo campo. 

Tutti i gruppi continui appartenenti ad uu medesimo tipo del Liu, cioè 
simili fra toro mediante trasformazioni puntuali del relativo spazio, hanno 
un medesimo gruppo caratteristico dell'ENOBi,; ma reciprocamente ad nn 
medesimo gruppo dell'ENOEL corrispondono in generale più tipi di gruppi 
nel senso del Lie, il cui insieme si dirà, col Meoolaghi, tipo dcH'ENOEL. 

Il Meoolaghi, nel 1899, prendendo le mosse dalle sue equazioni di de- 
finizione ha abbozzato, assai sommariamente invero, un metodo diretto a se- 
parare i vari tipi del Lie contenuti in un medesimo tipo dell'ENGEL (*). 

Ora, come già accennai, il Vbssiot nella prima parte del ricordato Me- 
moir couronné {*% ha rielaborato e rifuso le deduzioni analitiche dell'ENGEL. 
e del MEDOLAGHr e ha condotto a termine nei suoi particolari la suindicata 
discussione, relativa ai vari tipi del Lie appartenenti ad uno stesso tipo del- 
rENOEr.. In base ad una discussione analoga egli ha mostrato come, partendo 
dalle equazioni di definizione di un gruppo sotto la forma del Mbdolaghj, 
si possano determinarne i vari sottogruppi e in particolare i sottogruppi in- 



(*) Contributo alla deteriniuaeiuH^ dei gruppi coiitiimi in uno sposto ad N diiMnsioni 
[Rend. della R. Acc, dei Lìncei (5) voi. 8, (1899)], 

(••) Sur la Utéorie des gtoupes crmtiniui |Anu, de lÉc. N. Sup. (3) t. 20 (ltì03)]. 
Aiutali di Matematica, Scric III, T<inio XV, H 
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varianti, e da ultimo ha precisato pei gruppi infiniti il concetto di isomor- 
fismo, nel ciie per altro era stato preceduto dal Cartan nei lavori che ac- 
cennerò fra poco. 

La seconda parte del Memoir couronné è dedicata alla integrazione dei 
sistemi differenziali che ammettono un gruppo continuo di trasformazioni (*) 

Un tal problema di integrazione, in base ai principi del LiE si può sempre 
decomporre in una serie di problemi, di cui uno porta su di un sistema 
diflferenziale risolvente la cui natura può essere qualsiasi, mentre gli altri ri- 
guardano sistemi, la cui soluzione più generale si deduce da una soluzione 
particolare mediante le trasformazioni di un gruppo continuo semplice. Ora 
it Vbssiot ha dimostrato che si può sempre fare in modo che codesti ultimi 
sistemi differenziali siano automorft, cioè tali che la soluzione più generale 
si ottenga da una qualsiasi soluzione mediante un gruppo continuo di tra- 
sformazioni puntuali che operino solo sulle funzioni incognite; e questa sem- 
plificazione, per quanto di natura formale ha una importanza notevole. 

Nella terza parte intìne (*•) il Vessiot si è occupato dell'estensione della 
teoria del Galois alle equazioni lineari alle derivale parziali e ai loro sistemi 
completi, estensione già indicata prima dal Dbach (***), e che il Vessiot qui 
ha compiuto abbandonando il metodo algebrico del Galois, generalizzato dal 
Picard al caso delle equazioni differenziali ordinarie, e sostituendovi, in ra- 
gione della diversa natura del problema considerato, un metodo analitico, che 
vale per altro ad esaminare anche i problemi del Galois e del Picard. 

Il Vessiot nel lavoro testé accennato aveva riscontrato una lacuna nella 
dimostrazione di un teorema del Medolaohi: fu così occasionata la recente 
ricerca del Medolaghi (****), in cui quel suo teorema vien ristabilito su so- 
lide basi, almeno in un primo caso di interesse saliente. 

11 Medolaohi (*«"•) aveva già prima notato come quei gruppi infiniti, 



(*) Sur riiilégration dea syatèmes différetUiels qui admetteui tles groupe» contiimes de 
tramformatiotis [Afta math., t. 28 (1903)]. 

("•) Sur la tMorie ite Qalois et sea diverses gcHératiseUions [Ann. de l'Éc. N. Sup. (3) 
t, 21 (19M)|. 

{•••) Ann. de TÉc. Norm. Sup. (3) voi. 1898)]. 
{•■••) Sopra i gruppi definiti da eqitagioni differctieiaii del 1.' ordine [Rend. del Gire, 
mal. di Palermo, t. 34 (1907)]. 

(*•••") Sur fcs groupes que se présetitenl datu la yétiéralisalion dee fonctiOHS atuàyiiqtiée 
[Comptes reiidue. t. I9tì (ISiW)). 
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alle cui equazioni di definizione il Picard era giunto nel 1891 generalizzando 
le equazioni alle derivate parziali della teoria delle funzioni di una variabile 
complessa o, se vogliamo, le equazioni di definizione del gruppo conforme 
piano (*), sì possono caratterizzare, nell'insieme di tutti i gruppi infiniti, come 
quelli che contengono in se il gruppo commutabile di tutte le trattazioni del 
relativo spazio. Detti gruppi del Pigaro Ì gruppi siffatti, il Mbdolaohi ha 
dimostrato che ogni tipo deU'EnQEh del 1." ordine (cioè definito da equazioni 
del !." ordine) coìUiene un gruppo del Picard, E si noti che, come ha osser- 
vato il Medolaohi, quando sì prescinda dal gruppo proiettivo totale o dal 
gruppo infinito delle trasformazioni proporzionaU, definite da sole equazioni 
del 2." ordine, ogni gruppo sia finito, sia infinito o è del 1.** ordine, o è con- 
tenuto in un gruppo dei 1." ordine. 

Ora il Mbdolaghi, in base al suo teorema e al fatto che i gruppi carat- 
teristici dell'ENGEL di gruppi del 1." ordine sono tutti contenuti nei gruppi 
parametrici del gruppo lineare omogeneo in » variabili, iia stabilito fra i 
gruppi infiniti del Picard e i vari tipi di gruppi lineari omogenei una cor- 
rispondenza, di cui già le prime e più ovvie conseguenze, a cui per ora si 
è limitato il Medolaohi, dimostrano la singolare importanza. — É in parti- 
colare notevole il nesso fra questo metodo di ricerca dei gruppi del Picard 
e il classico metodo dovuto al Lie degli sviluppi in serie nell'intorno di un 
punto generico. 

Mentre il Medolaohi ed il Vessiot, come già I'Engel, avevano riattac- 
cato le loro deduzioni ai primi principi già stabiliti dal Lie per la teoria dei 
gruppi infiniti, le ricerche del Cartan sulla struttura dei gruppi infiniti ne 
sono indipendenti (**). In particolare il Cartan esclude affatto la considera- 
zione delle trasformazioni infinitesime del gruppo e si vale sistematicamente 
della sua teoria di integrazione dei sistemi di equazioni ai differenziali to- 
tali, che egli ha notoriamente costruito elaborando e generalizzando alcune 
vedute che si possono far risalire al Ghassmann (**•). 



(*) Sur certaifis syaiémea d'équations anx dirivées parlielles généraUsatU les équations 
de la théùrìe dea fondiona d'une variabìe compìexe [Journal de mathématiques, (4) t. 8 (lS9S)j. 
(••) Sur la structure dea groupea infinis jConiptea rendus, t. 1.35 {1903)], — Sur la atruclure 
dea groupes inttnia de tratisformnliona [Ann. Bc. de l'Éc. N. Sup. (3) t 21 (190t), t. 22 (1905)]. 
{"••) Sur l'intégraiioH dea ayaténtea d'équatùma aux différentielles totaks [Ann. se. l'Éc. N. 
Sup. (3) t. 18 (1901)]. — Sur l'integration dea a^atèmes différentiels compUtement intégrahUa 
(Comptes rendus, t. 13i (1902)}. — Sur VequimUwe dea ayaUmea différentiela pbid., t. 135 
(19(H)]. 
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A base delle sue deduzioni sta il concetto di isomorfismo oloedrico o 
uguaglianza di composizione fra gruppi infiniti, che egli definisce nei termini 
seguenti: Anzitutto egli dice che, dato un gruppo Q operante su » variabili 
Xt ... X,, un altro grappo G' operante sulle ic, e su altre m variabili y^.-.y^ 
è ottenuto per prolungamento di G, se G' trasforma fra loro le x, appunto 
come il gruppo dato G; e chiama oloedrico questo prolungamento quando 
alla trasformazione identica del gruppo G corrisponde nel gruppo prolungato 
la sola trasformazione identica. Ciò premesso, il Cartan dice isotnorp, oloe- 
dricaniente due gruppi, se si possono prolungare oloedricamente in modo da 
ottenere due gruppi che operino sullo stesso numero di variabih e siano fra 
loro simili. 

Ora il problema più importante sta nella ricerca di criteri che permet- 
tano di riconoscere codesta uguaglianza di composizione; e il Cahtan lo 
ha risoluto per una via analitica, che appare alquanto oscura e artificiosa, 
ma, giova il riconoscerlo, ha condotto l'autore ad alcuni resultati ben pre- 
cisi e importanti. Egli, assunte le equazioni di definizione delle trasforma- 
zioni finite di un gruppo G sotto la forma di un sistema di equazioni ai dif- 
ferenziali totali, dimostra come si possa sempre prolungare oloedricamente 
il gruppo dato in modo da ottenere un gruppo G', il quale sia il massimo 
gruppo rispetto a cui sono invarianti certe h funzioni (/, (che mancano na- 
turalmente nel caso di un gruppo transitivo) e certi r + p pfaffiani 



dU,= Vn<^,^ h V;.cù, 

e il covariante bilineare di Wt(fc= l,..., r) abbia la forma 

JjJ Cyi «, w^ + ^ a,ft w, cFp , 

dove le V,t, c,jt, a^p^ sono funzioni delle U (e perciò si riducono a costanti 
numeriche pei gruppi transitivi) e le a,,.^ costituiscono un sistema involur 
tivo (*). Godesti coefficienti V^^, c^t, a^p-, caratterizzano la strattura del gruppo, 
in quanto due gruppi per cui siffatti coefficienti coincidano sono fra loro 
oloedricamente isomorfi. 



(■) Giù implica fra le aigi, certe relazioni lineari (dipendenti in parte dalle eventuali re- 
lazioni lineari fra i;li «i , ù() che qui trovo inutile speciflcare. 
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Per codesti coefficienli della struttura (generalizzazione delle costanti di 
composizione dei gruppi finiti) il Cartan assegna le condizioni necessarie e 
sufficienti cui devono soddisfare ; e fra le più notevoli conseguenze che egli 
ne deduce vanno ricordale alcune considerazioni sulla possibilità di ridurre 
in certi caai il grado di intransitività senza alterare la struttura del gruppo, 
e l'osservazione che, a differenza di quanto accade pei gruppi finiti, il mì- 
nimo grado di intransitività di una .struttura di gruppo infinito può essere 
diverso da zero, o, in altre parole, che esistono gruppi infiniti intransitivi, i 
quali non sono oloedricamente isomorfi a nessun gruppo transitivo. 

Il Cahtan ha discusso poi minutamente il problema della determinazione 
di tutti i gruppi oloedricamente isomorfi ad un gruppo dato, prendendo le 
mosse da una nuova definizione del gruppo, il quale vìen qui caratterizzato 
come l'insieme delle trasformazioni che inducono su certi pfafflani un certo 
gruppo lineare (del quale interesserebbe certo indagare le eventuali rela- 
zioni col gruppo caratteristico dell'ENQEL). Risultò in particolare da siffatta 
discussione che, contrariamente a quanto accade pei gruppi finiti, un gruppo 
infinito può essere isomorfo a sé stesso meriedricalmente ; il che dà luogo alla 
necessità di distinguere due specie di isomorfismo meriedrìco: proprio e *»»- 
proprio, dicendosi che l'isomorfismo meriedrico fra due gruppi è proprio, se 
essi non si possono riguardare in alcun modo come oloedricamente isomorfi, 
E dì qui ancora risulta che i gruppi semplici vanno distinti in propri ed 
impropri; i primi sono quelli che non ammettono nessun gruppo meriedri- 
camente isomorfo, né proprio ne improprio: gli altri sono qlielli che possono 
ammettere degli isomorfismi meriedrici impropri, ma nessun isomorfismo me- 
riedrico proprio. 

Si rivela così la eccezionale difficoltà del problema della decomposizione 
di un gruppo infinito in una serie normale di sottogruppi; ed anzi, come 
nota il Cartan, vi è luogo a dubitare in certi casi della possibilità di tro- 
vare una decomposizione in una serie finita di sottogruppi semplici. Da ul- 
timo il Cartan ha applicato la sua teoria generale allo studio dei gruppi 
dipendenti da funzioni arbitrarie di un solo argomento ciascuna; dimostrando 
in particolare che fra codesti gruppi quelli transitivi e semplici hanno la me- 
desima struttura del gruppo totale in una sola variabile. 

Più di recente il Cartan, come risulta da una Nota dei Comptea Rendus, 
ha risoluto un altro problema del piìl alto interesse, sovratutto in ordine alle 
teorie di integrazione, cioè la determinazione di tutti t grìtppi contimii, in-- 
finiti, semplici, la quale, in confronto della analoga questione pei gruppi 
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finiti, offre un nuovo ordine di difficoltà per la esistenza di gruppi intran 
sitivi, non isoinorti oloedrica mente ad alcun gruppo transitivo (*), 

Ora il Gaktan in primo luogo ha dimostrato che i gruppi transitivi sem- 
plici si riducono tutti a quattro tipi già indicati dal Lir: gruppo puntuale 
totale, gruppo delle trasformazioni proporzionali, gruppo totale delle trasfor- 
mazioni di contatto e gruppo di tutte le trasformazioni di contatto nelle x„ p,. 

In secondo luogo poi ha determinato tutti i gruppi semplici che non 
sono isomorfi ad alcun gruppo transitivo, dimostrando in particolare che i 
gruppi intransitivi semplici propriamente detti ai ottengono dai gruppi sem- 
plici transitivi, facendo che in essi gli elementi arbitrari dipendano nel modo 
più generale possibile da un numero qualsiasi di variabili non trasformate 
dal gruppo. 

Risultati questi veramente belli e importanti! 

Nel campo dei gruppi infiniti, di cui sino a pochi anni innanzi cosi scarse 
notizie possedevamo, due vie oramai sono dischiuse: quella di Enqel-Mbdo- 
laghi-Vessiot e quella del Cahtan; e l'una e l'altra hanno aperto l'adito a 
vedute nuove e a inaspettate conclusioni. 

Ma reso con ciò l'omaggio dovuto ai pregi intrinseci e al durevole valore 
di siffatti resultati, altro possiamo chiedere all'avvenire. 

I due indirizzi dianzi accennati e fra loro tanto divergenti, racchiudono 
per cosi dire un settore, in cui sopratutto importerebbe spingere ora opero- 
samente le indagini, fino a stabilire fra le due vie un sistema di relazioni e 
quasi di comunicazioni. 

Potrà di qui sorgere sui problemi fondamentali della teoria dei gnlppi 
infiniti una concezione nuova, forse una concezione più sintetica, e meglio 
rispondente alla veduta generale del Lie, che in ogni problema tutto subor- 
dinava alla infaticata ricerca di quell'intima armonia fra metodi e resultati, 
che alle indagini matematiche infonde carattere e valore estetico. 



(•) Lea groupea de transformatiMis eontinus, infinis, simples [Complt-s reiidua, t. 144 (1907)], 
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Sulla deformazione infinitesima 
delle ipersuperficie. 

{Di Umberto Sbhana, a Bra). 



Lì problema della deformazione infinitesima si può porre per una iper- 
superlicie V._i dell'S. euclideo nello stesso modo come si fa per una super- 
fìcie dello spazio ordinario. 

È già stato osservato (*) però che, appena è »>3, una V._, generica 
non ammette deformazioni infinitesime. Ciò può però avvenire per le iper- 
superficie di certe classi speciali. In questo lavoro io mi propongo appunto 
di studiare tali V._, particolari. 

Trovo cosi, come ho già trovato per quelle deformabili in modo finito (**), 
che esse debbono essere inviluppi o di oc', o di oo' iperpiani. 

Esaminato il caso semplice di una V._, inviluppo di oo' iperpiani, nel 
quale questa ammette deformazioni infmitesime dipendenti da una funzione 
arbitraria, rimane quello in cui la V,„, ha oc' iperpiani tangenti. Facendo 
allora della y,_, l'immagine di Gauss nell'ipersfera fondamentale di S., o, 
se vogliamo, nello spazio ellittico /„_, ad » — t dimensioni, ottengo una su- 
perficie ^, sulla quale dimostro dovere esistere un sistema coniugato ad 
invarianti eguali. Invertendo questo risultato dimostro infine che: La ri- 
cerca delle V,_, di S, deformabili in tnodo infinitesimo equivale alla ricerca 
ed alla integrazione delle equazioni di Laplace; : 

e'* , 3*, ,3*, ^ - 

■ 5 ^ -- + »a- H&a hC* = 

U, C «, CU, OU, 

cfoe sono ad ini^arianti eguali, ossia per le quali si ha : 
Ba db 
du.^fa, ' 



(•) Cfr. Cesàho, TieziùHi di Geometria inlrlttaeca, pag. 2i7. 
(") Cfr, la mia Memoria: Sulle varietà wl h — 1 dimensiom deformabiU tulio spazio eu- 
cUdM ad H dimensioni [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XXVII (1909)). 
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e che amìoetlono un gruppo di h soluzioni X,, A',,..., X. soddisfacenti alla 
reiasione : 



^.x,= 



1. 



§ i.° Fortitole relative ad una deformazione infinitesima. Supponiamo 
che in una deformazione infinitesima dì una V._, di S, le coordinate ajj di 
un suo punto P ricevano gli incrementi Sk^ dati da queste: 

Sx, = ty,, (a) 

dove e è una costante infinitesima della quale sono da trascurarsi le potenze 
superiori alla seconda, e le y, sono, come le ic,., funzioni dei parametri u, , 
u,,..., u,_,. 
Essendo : 

ds' = 2 a„ d u^ d u. 

l'elemento lineare di V,_i , e indicando col simbolo S la variazione subita da 
un elemento qualsiasi di V,_, per la deformazione infinitesima suddetta, si 
dovranno avere queste : 

osijia le altre : 

^' du. du.^ ^' cu, a«. ( (1) 

(r, «=.!, 2,..., «—1). ; 

Per la deformazione infinitesima i coseni direttori A', della normale a 
y,_, in P, e i coefficienti della seconda forma fondamentale : 

l...H~l 

2 n^, du^d u. , 

subiranno delle variazioni date da queste ; 

IX. =e Y, (*=1, 2,..., n), ì 

Sn„=£r„ (r, »=1, 2,..., «— 1). i 
Variando le note formole: 

du/du. ~-t*l k i dH,~^ - ' j 

(i= 1, 2,..., n; r, s,t=l, 2,..., h— 1), \ (2) 

du, }^ '^ dui I 



(6) 
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si troveranno le seguenti : 

1 (2)' 

dY, <■■£-' dx _ ■■*-' „ dp, \ 

Le equazioni di Gauss e Codazzi per la K._, variate ci danno poi queste: 

(3) 



(«, fi, y, J-l, 2,..., Il- 1). 
Infine variando le altre : 



{3)' 



SXi»!, 



si deducono le seguenti : 

4" 'air, t" 'Su.-" J 

(/lp=l, "2,..., »-l)- ! (*) 

§ 2." Si#ie)j»« per Ui (teUnmitaswttte di una defortìiazione injiniteaiina. 
Facciamo le seguenti posizioni : 

«' = jf (i=l, «,..., h; r_l, 2 n-\). 

Le (2)' si scriveranno così : 

av i...»-i a 3. (...«—1 t 

o», e: 8»i ' ;ti ' ' '^ ; 

j4nnalt di IfatoiMiiiea. Serie HI, Tomo XY. 



(5) 
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e costituiranno per le funzioni: 

p'V, pi',..., p'r'\ Y, {*=1, 2,..., ») (6) 

uo sistema di equazioni ai differenziali totali. 

Le (6) poi dovranno soddisfare alle equazioni in termini finiti (1), (4) 
che si scrivono: 

y.x,Y,=o. 

Facciamo le seguenti posizioni : 



"8«,' 



(r, s, 1=1, ! 



X.X, y,= 5 



(7)« 



Da queste, usando le (2), le (3)* e le (5), si deduce che le funzioni 9, ji, 
T debbono soddisfare al seguente sistema di equazioni ai differenziali totali, 
omogenee : 

Ora formando per il sistema (ó) le condizioni di integrabilità, tenendo 
conto delle (2) e delle (5) stesse, si trova che esse sono identicamente sod- 
disfatte in virtù delle (3), e delle equazioni di Gauss e Codazzi per la V._, . 
Tenendo conto di quest'ultime è facile verificare anche l'illimitata integra- 
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bilità del sistema (5)*. Di qui e dalla omogeDeità del sistema (5)* risulta che 
basterà scegliere le funzioni (6) integrali del sistema (5) in modo da soddisfare 
alle (7) in un punto iniziale P = («'J'} di V.-i i per essere certi che esse lo 
saratino identicamente. 

Determinate in tal modo le (6), il che è sempre possibile (*), le formole ; 

dy^ = %p'Sdu, (fc=l, 2,..., n) 

ci definiranno » funzioni y alle quali corrisponderà una deformazione infi- 
nitesima della V,_,, poiché esse verificheranno le (1). Per tale deformazione 
sussisteranno le (a), e, come ora dimostreremo, anche le (6). Infatti suppo- 
niamo che si abbia: 

Le (4) che si possono considerare come costituenti un sistema dì n equa- 
zioni lineari nelle n quantità Y,, il cui determinante è diverso da zero, do- 
vranno essere soddisfatte oltre che dalle Y, anche dalle Y'(; si avrà perciò: 

y; = Y, , 

ossia sussisteranno le prime (6). 

Moltiplicando poi le prime (2) per Y,, e sommando rispetto ad ì da 1 
ad n, e aggiungendo a questa relazione quella che si ottiene moltiplicando 
le prime (2)* per X,, e sommando pure rispetto ad t da 1 ad », si trova, col 
tener conto delle (4), che : 

y y ^'^' _L. y y ^'ff' _ r 
Y 'du^du.^ V 'du^du. ~ "' 

le quali provano che sussistono le seconde (6). 
Se ora indichiamo con ; 

j/7, 5"l' {i=l, 2,...,n) 



(•) poeto infatti nelle (7) «( = «(, esse si riducono ad - 

omt^nee nelle»* incognite (p*(')t, (Yi\ valori iniziali delle (6); essendo: »*> — 
ad esse si potrà dunque soddìarere sempre, e in infiniti modi. 
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un altro sistema di integrali delle (3)* corrispondente ad altre condizioni ini 
ziali, e poniamo : 

(ft=1, 2,..., n), j ■ (8) 

vediamo che le y'i', Vi' debbono soddisfare alle (2)* stesse nelle quali si 
suppongano tutte le r nulle. 

Ora è facile persuadersi che la deformazione intìnitesima di F._, corri 
spondeat£ alle funzioni y'V, Y'f sì riduce ad un movimento infinitesimo, 
poiché per essa le variazioni corrispondenti dei coefficienti iì„ della seconda 
forma fondamentale di K_i sono tutte nulle. 

Dalle prime (8) segue che la deformazione infinitesima corrispondente 
alle funzioni y'I' si ottiene sommando, nel senso cinematico, la deformazione 
infinitesima fissa corrispondente alle funzioni y,, , co! movimento intinitesimo 
corrispondente alle funzioni y^ì'. 

Si ha perciò che : 

Noto un sistema di funzioni r non tutte nuUe soddisfacenti alle (3), ne 
rimane individuata, a meno di un movimento infinitesimo, una corrispondente 
deformazione infinitesima della y,_, , 



§ 3." Condiaioni necessarie per la deforinabilità. — Faremo ora vedere 
che per n>.3 una V,_, generale di S. non ammette deformazioni infinite- 
sime, e perciò dimostreremo che: 

Condizione necessaria affinx^è una F,_i di S, ammetta deformazioni in- 
finitesime, ossia afitncJìè le (3) si possano soddisfare con valori non tutti nulli 
delle r, è che tutti i minori di terz'ordine del determinante \ fi | delle (ì„ 
Siena nulli. 

Infatti, nell'ipotesi contraria, non saranno nemmeno tutti nulli i minori 
di secondo ordine di |n[, e noi potremo sempre supporre che sia: 



(9) 



Per un noto teorema di Kronbckbh, potremo poi fare in modo, cam- 
biando ove occorra gli indici, che fra i minori di terzo ordine non nulli 
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di I Q I vi sia quello principale, avendosi quindi : 

H-o. 

Indichiamo con <•>,, il complemento algebrico di a^. nel determinante A. 

Consideriamo una deformazione infinitesima della V,_,, indicando al so- 
lito con S !e variazioni corrispondenti dei vari elementi della K_. stessa. In 
causa delle equazioni di Gauss avremo : 

Sa„ = (r, «=1, 2, 3). 

Essendo poi il determinante delle »„ eguale ad A', così queste ultime 
ci dicono che sarà: 

ÌA=0. 

Ciò posto, variando le tre relazioni : 

n,, M„ 4- Q„ »„ + fi,, tó,. = 
n„ «„ + n„ w„ + n„ w„ = 0, 
troveremo che: 

w„r„+w^r„+w.. r„ = {r=ì,% 3), 
dalle quali si deduce, essendo il determinante delle u diverso da zero, che : 
r,. = r„ = r„ = 0. (10) 

Variando le equazioni di Gauss, dedurremo in particolare queste; 

{r=«3, 4,..., »— 1) 

è (n„ n^ — n„ n,,) = 
le quali, a causa delle (10), ci danno ; 

n,, r^j — ft„r^, =0 
"■iT,, — n„ r„ =0. 
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Quest'ultime ci dicono, osservando la (9), che; 

r,, =r„ = (r = 3, 4,..., n— l). (10)* 

Infine le equazioni di Gauss ci danno pure le altre : 
S(n„fi„ — n,.n,,) = 

(r, s = 3, 4,...,»— I), 

che, usando le (10), (10)*, si riducono alle seguenti: 

n„ r„ = 0, Q„r„ = 0; 

dalle quaU si trae, non potendo essere nuUi insieme n,,, n,,, a causa della 
(9), che : 

r,. = (r, 8 = 3, 4,..., »— 1). 

Da queste e dalle (10), (10)* segue che, nell'ipotesi fatta, le r relative 
alla supposta deformazione infinitesima sono tutte nulle, e che quindi essa 
si riduce ad un movimento infinitesimo. 

§ 4." Altra condizione necessaria per la deformabilità. — La condizione 
per la deformabilità di una K_it stabilita nel § 3.**, ci dice ((M) § 4.°) (•) 
che gli iperpiani tangenti alla V,_, stessa debbono costituire o un sistema oo', 
o un sistema (x>^. 

Nel primo caso la V._, è il luogo di <x>' iS._, nei punti di ciascuno dei 
quali è toccata dallo stesso S,_,. Supponendo che gli S._t detti sieno le 
varietà «i = costante, !e coordinale x, di un punto P di V._, potranno così 
esprimersi in funzione delle « : 

n-i 

SD, = x'f + y» «*+i ST', 

nelle quali le ir'*', ^ sono funzioni della sola w, . 

Le X, risulteranno poi funzioni della sola «i , e quindi tutte le (i saranno 
nulle, all'infuori di ft,, . 

Ciò posto, dalle prime (2) scritte per la nostra V,„, dedurremo le se- 



(*) Le citazioni come questa sono relative alla mìa Memoria richiamata in principio. 
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guenti : 

l'ivi 8-t, = » (i = l, «....■»; ^.-^ 3...., „-l). 

Queste, fissali r ed s, costituiscono un sistema dì n equazioni nelle » — 1 

\ r 8 \ 
quantità . , la matrice dei cui coefficienti ha per caratteristica n — I ; 



! i 
ci danno quindi; 



r * =0 {r, s = 2, 3,..., rt-1; (=1, 2,.,., n- 1). (e) 

Le equazioni di Gauss si ridurranno a queste: 

(r«, A()=0 {^ a. fc, i = l, 2,..., n — 1) 
dalle quali seguiranno le altre: 

! rs, ft( { =0. (d) 

Se ora si considera una defonnazione intìnitesima della y,_,, e si scri- 
vono le prime (3), si vede che tutte le r debbono essere nulle, all'infuori di 
r„ che deve, in causa delle seconde (3), soddisfare alle seguenti : 

'4l," = r/l (r-^.3....,»-l. (e) 

Dalle {d) si deducono, usando le (e), queste : 



in ^. 1 I 



= (j, J> = 2, 3,. 



le quali ci dicono che le (e) sooo integrabili. — Integrando le (e), si tTova: 

(VIVI-- 

nella quale •!> («,) indica una funzione arbitraria di », . 

A causa del § 2." possiamo dunque dire che : Una V._i di S. inviluppo 
di oo' iperpiani ammette deformazioni infinitesime dipendenti da una fun- 
zione arbitraria. 
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Nel secondo caso la K., è il luogo di -so' S,_, nei punti di ciascuno 
dei quali è toccata dallo stesso S,^,. Scegliendo su V._, le linee coordinate 
in modo che le varietà «, = costante, », = costante sieno questi S,_, , si 
avrà che le A", risulteranno funzioni delle sole m, , «„ e che quindi tutte le n 
saranno nulle, all'infuori dì n,,, n,j, n^. Alcune delle equazioni di Codazzi 
scritte per la nostra V„_, si riducono a queste; 



(ivhr/i)".-+ivi""~i",>..=»<-^.^ -'). 



(/■) 



e quelle di Gauss alle altre: 

(«»,P.Y) = 1 

(i2, 12)=D„a,.-n'„ ) 

le quali ci dicono che tutti i simboU a quattro indici sono nulli, all'infuori 
di (12, 12). 

Consideriamo ora una deformazione ìntìnitesima della nostra K-i ■ Scri- 
vendo le prime (3), si vede che tutte le r debbono essere nulle all'infuori 
di r,,, r„, r„. Infatti fra le (3) vi sono queste; 

r,pn„ = o, r^n„=0 («, p = 3, 4,..., n — i), 

dalle quali, non potendo essere contemporaneamente nulli n,,, rii,, perchè 
altrimenti {(M) § i."*) la V,_, sarebbe inviluppo non di oc', ma di oo' iper- 
piani, il che noi escludiamo, seguono le altre : 

r^ = (a, p = 3, 4,..., n— 1). 
Le (3) stesse ci danno poi le seguenti: 

i-,^n„ — r,^n,,=0 

({ì = 3, 4,..., n—l), 

r,,n„ — r,pn,. = o - 

che ci dicono dover essere ; 

r,^ = r.^ = (p = 3, 4,..., «-1), 

pcMchè il determinante n,,»,, — 0^ noo può essere nullo, altrimeoki, eooie 

sopra, la 7._, avrebbe oo' iperpiani tangenti. 
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Vogliamo ora far vedere che affinchè W.., ammetta ilefonnaKióni infini- 
tesime è necessario che la matrice : 



abbia per caratteristica t. 

Infatti le seconde (^-l) oÌ forniscono, fra le altre, le seguenti : 

I j j , ,2 ,)'-> , 2 ,r,, ^ j ^i„ u (^ .(,,1,..., » 1), (ff) 

le quali ci dicono che la caratteristica della {g) non può intanto essere, per 
n>«4, tre; nell'ipotesi contraria da esse risulterebbe infatti essere nulle 1',,, 
l'u, r,, ; e quindi sarebbero nulle tutte le r relative alla supposta deforma- 
zione infinitesima, che si ridurrebbe perciò ad un movimento infinitesimd. 
La caratteristica della {g) non può poi in nessun caso essere due, poiché 
altrimenti delle {g)* ve ne sarebbero due indipendenti che scriviamo così : 

Il 1 \ 12 |j'" + | i \'" I 1 ,'■'-" I ^^ 

Il 1 I I S U'"^l 2 ('■" I 1 i'"-"' I 
Considerando allora insieme a queste l'equazione : 

2n„r,, — 0,, r'„~n„r,, = u, (12) 

che è una delle prime {S}, se ne dedurrebbe dovere essere nulle le r, e 
quindi V,_, indeformabile, poiché le tre equazioni lineari (11), (1^) hanno un 
determinante diverso da zero. 

Di quest'ultima cosa ci si convince osservando che, in causa delle (/■), 
le (U) sono soddisfatte anche quando in luogo di r,,, r„, 1%, si pone n,,, 
U„, 0,1 ; da ciò segue infatti che il determinante detto è proporzionale ad 
"ni^i. — ^ìi) etl è quindi diverso da zero. 

Come abbiamo dunque asserito, la {g) deve avere per caratteristica 1. 

§ 5." Superficie imnmgine della V._, . — L'immagine di Gauss della 
V,^i è nell'ipersfera fondamentale, ossia nello spazio eUittico ad w — 1 di- 
mensioni /„_, , una superficie ^, . Le coordinale di Weiehsthass di un punto 
P di ^, sono X,, X„..., A'„. 

intinti di Matematica, Serie HI, Tomo XV. 44 



dby Google 



'Ma sbrana: SttUa deformazione in/inilemma àeUe iptreuperfìeie. 

Indicheremo i coseni diretto*"! di » — 3 rette normali a ^ m P, t fra 
di loro a due, a due rispettivamente con : 

«', W £'?- (i-1, J,...,»), 

onde sussisteranno le relazioni : 

(i,»i=l, 8,..., » — 3), [ (13) 

avendo indicato con e,„ l'unità se i = t», io zero se l ^|= w. 
Facciamo le posizioni ; 

i, dX, dX, „ 

(r, »— 1, 2; (1-1, 2,..., ii_3). 



Si sa allora ((M) § 6.°) che sussistono le seguenti : 

nelle quali gli apici stanno a indicare che i simboli a tre indici ^ono calco- 
lati rispetto all'elemento lineare di 2i t^he è: 

Le coordinate x, di un punto ^= («,) di r„, si sa ((M) § 5.") poi che 
sono date da queste : 

X, == x'f -+- ^ M.+, t'ì\ (14)* 

e i coeflScienti n dalle altre : 
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nelle quali le x"i' e le k... sono funzioni delle sole m, , it, . Da quanto ab- 
biamo nel § A.° dimostrato a proposito della matrice {g) segue {(M) § 11.") 
che 2, è una superficie di quelle sulle quali esistono sistemi coniugati. Si 
sa di pili {(M) § 12.°) che si può sempre riferire ad uno di essi in modo che 
corrispondentemente risulti : 

ns = n„=0 {« = 1, 2,..., » — 3). 
Allora le equazioni di Codazzi ci danno queste : 

dalle quali segue, essendo fì,i, 0„ diversi da zero, che: 

IVi-tVh» (" = 3. *..... »-l). (15) 

Le (g)* si riducono alle seguenti: 

(tVì-IV !)'■■-» e-'.* «-')^ 

dalle quali segue, se non si hanno contempotaneametite le relazioni: 

rr!-lVI=" ('=3, *,..., «-1), (16) 

che : 

r„ = 0. 

Se poi sussistono le (16), allora si dimostra {(M) § 11.") che si hanno le 
proporzioni : 

A„:n?J=ft„:n*'> = ft„:nw {a=ì, 2,..., n — 3); (17) 

2i in tal caso appartiene ad una varietà geodetica I, a tre dimensioni dì 
/_ ((M) § 8.»). 

Facciamo ora un'osservazione relativa al caso generale. 

Dalle prime (2)* risulta che, essendo (•); 

n.. = r„= I Y 1=0 (r, s = 3, 4,..., « — 1; ft = l, 2,..., n— 1), 



(•) Per le formole j V [ = cfr. ((M) § 9."). 
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/*- = »• 

a M,. e u. 

Le y, saranno perciò delle funzioni lineari di Jtj, u,,..., «,_, . 
Dalle seconde ("2)* risulla poi che : 

?^ = U (t = B, 4,..., ti-l), 

ossia che le Yj sono funzioni delle sole i*, , ti.. . 
Ciò posto è chiaro che avendosi : 

e avendosi le (14)*, ne dedurremo che le r„ dovranno essere funzioni lineari 
di «j, u,,..., »,_,, ossia che si dovranno avere formule del tipo: 

r„ = K,. 4- tt, ry H h «,_, r*-" {r, » = 1, 2) (/*) 

nelle quali le K, r*'' sono funzioni delie sole w, , w, . 

Ritornando ora al caso particolare in cui sono soddisfatte le (16), ed 
esaminando le seconde (3), si vede che fra di esse vi sono le seguenti : . 



du. 




8r„ 
8>4 


1 l'-' 1 2 l'" 


Da queste 


si deduce che, posto : 




k-^' k-"' k 



{y = 3, 4,. 



= N, (h)* 

L, M, N sono funzioni delle sole «,, Wj, poiché sono nulle le loro derivate 
rispetto ad u,, «i,..., «„_, . 

Ponendo nelle (h)* i valori (h) delle r, si trovano queste : 

if„:ri';' = ff„;rt?=ff„:r*;' (r=l, 2,..., m — 3) (17)* 

analoghe alle (17). 



dby Google 



Sbrana: Sulla defortnaetone infinitesima delie ipersuperfìcie. 343 

Dalle (17), (17)* si deduce che, prendendo per coordinate n,, m, su y„_, 
quelle che riducono a forma ortogonale le due forme differenziali simultanee: 

n'/» rf «; + 2 n',',> d «. d «, + fì'^ d «; 

r?,' ff «j + 2 r\'2 du,d «j + r^i d «; , 

si aA'rà ancora, come nel caso generale : 

n„ = r„ = 0. (18) 

§ fi.*^ Condizione sufficiente per la deformabilità. — Riferitici a quelle 
Unse «, K, della J), per le quali risultano soddisfatte le (18), aA-remo che le 
prime (3) si ridurranno all'unica: 

n,,r„ + n„r.,=0; (19) 

mentre le seconde (3) daranno luogo a quelle dei seguenti due gruppi : 

' ' (SO) 



le rimanenti (3) risultando identicamente soddisfatte quando, per alcune di 
esse, si osservino anche le (lo) e le altre : 






(r, s = S, 4,..., n—l; h=l, 2 m— I) 



già notate. 

Ormai la questione di trovare la condizione affinchè la nostra V._, am- 
metta deformazioni infinitesime è ridotta a quella di trovare le condizioni 
di integrabilità per il sistema misto ai differenziali totali, per le funzioni in- 
cognite r,,, r„, costituito dalle (19), (20), (21). 

Dalla (19) si deduce che, posto: 

r„=xn„, (22) 

con X funzione ausiliaria delle u, si deve avere ; 

r„ = -ln„. (22)* 
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Si tratta di determinare l in modo da soddisfare alle (20), {%\). 
Intanto, sostituendo nelle <2l) i valori (2à), (22)* di r„, r„, col tener 
conto delle equazioni di Codazzi, sì trova : 

|A.o <r-3,* „-i,. 

le quali ci dicono che X deve essere funzione delle sole «,, m, . 

Facendo poi la stessa sostituzione nelle (20), col tener conto delle se- 
guenti : 

che non sono altro che due delle equazioni di Codaui per F._i , si dedu- 
cono le altre: 

aiogl ^ I 1 !"■■ 
du, n„ 

Quest'ultime, tenendo conto delle reloEioaì: 

ili " l 1 2 e i 8 l"" l 1 2 f 

n„ ~ I s ' n„ ~ I 1 ' 



nelle quali gli apici ai simboli dei secondi membri indicano, come si è già 
stabilito, che essi sono calcolati rispetto all'elemento lineare di ^, ai ridu- 
cono alle seguenti: 

81og^__ |12r 8]?«l__J12f. . ,jj, 



La condizione di integrabilità per le (23) è : 
du, du, 



(») 



db, Google 



Shra»a: Sulto dtformatùme in/ìmhrìma àelt* iperaupeffieié, S45 
ItiTersamente, supposta soddisfatta quest'ultima, le (!^) ci danno : 

con e costante arbitraria. 

Prendendo poi per r,,, r„ i valori ('ùH), (22)* nei quali si ponga per i 
valore (24)*, e prendendo tutte le altre r eguali a zero» si ottiene un si- 
stema di soluzioni delle (3), determinato a meno della costante moltiplica- 
tiva e, al quale corrisponde, secondo i) § 2.", una deformazione ìnlìnitesima 
della V._, . La (24) ci dà dunque la cercata condizione detìnìtìva per la de- 
formabilità della nostra V._, . 

§ 7.° L'egiianone di Laplace per la V, itnntigine. — Poiché per la i\ 
immt^ine di F,_, si ha: 

n*' = (A=l, 2,..., » — 3),' 

cosi le (14) ci dicono che le coordinale X; di un suo punto debbono essere 
integrali dell'equazione di Laplace : 

du,ou, I 1 j du, I 2 ( 3«, * ' 

la quale, a causa della (24), è ad invarianti eguali. 
Inversamente, se si ha un'equazione di Laplace : 

ad invarianti eguali, ossia per la quale si ha : 
da db 



che ammette « integrali X,, X,,..., X. legati dalla relazione: 

%XÌ=i, (J6)* 

e si interpretano le X, come coordinate di un punto P dell'/,., ellittico, P, 
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al variare di m,, m., descrive una superficie 2. die vogliamo far vedere es- 
sere immagine di V^_, con deformazioni iniinltesime. 
Infatti scriviamo le n relazioni : 

9w, 3«, 3«, 0«i 



e paragoniamole con le altre: 

8"», 8u, I 1 i ^», I 

(i-1, 2,..., n) 

scelte fra le (14) scritte per la X. '"■'' '•ella- Si ottengono così le seguenti : 



(i = i, a,..., n) 



elle, per essere il determinante : 

I du, ' 8tt.j ' "' ■•*''■'' 
diverso da zero, ci danno : 

„ = -jlj^{',6 = -j^2^j'. E,, = c, n<« = o (^ = 1,2 u-;ì). 

Queste provano che le linee «, , », formano su S, un sistema coniugalo, 
e che l'equazione (25) relativa ad esso è identica alla (26), quindi è ad in- 
varianti eguali, essendo soddisfatta la (M). 

Ora le coordinale x. di un punto P della piii generale V,_, inviluppo 
di ^' iperpiani, di cui la "^^ consideratii è l'immagine nellX_i ellittico, sono 
date ((M) § 16."), in funzione delle m,, dalle seguenti : 

X. =WX. + y' ( W, X.) + ":^ «,.„ e (27) 

nelle quali W è una funzione arbitraria di »,, «,, e il parametro differen- 
ziale misto deve essere calcolato rispetto all'elemento lineare di 2> ■ 
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Affinchè poi una di tali V._, eia deformabile basterà che per essa si 
abbia: 

n„ = 0, 

come rieulta dai §§ 5.°, 6.°. Quest'ultima relazione si scrive ((M) g 16.") cosi: 

d'W Ì12('0W \i^(dW 



perciò, ponendo nelle (27), in luogo di W", un integrale della (25), si otterrà 
una F,_i deformabile di cui v^ è l'immagine. 

Riepilogando vediamo che : 

La ricerca delle V,_, di S. che ammeitono deformazioni infinitesime equi- 
vale a quella delle equazioni di Laplace (26), ad invarianti eguali, che am- 
mettono n integrali X,, X,,..., X„ legati dalla (26)*, e a quella dei loro iti' 
tegrali. 

Nota una di tali equazioni, il gruppo delle sue soluzioni X, ci dà le coor- 
dinate di un punto mobile sur una superficie Jit di J,_, , sulla gwale il si- 
stema (m, , Mj) è coniugato. Preso un integrale W della (26) atessa, e sostituito 
tielle (27), queste ci danno una F,_i , avente ^ per immagine, che ammette la 
deformazione infinitesima corrispondente al prendere tutte le r nulle, all'in- 
fuori di Ti,, Pj,, per le quali si devono prendere i valori (22), (22)*, X essendo 
dato dalla (24)*. 

Osserviamo che in particolare se per la (26) si ha : 

?«, du, 

allora una qualsiasi V._, corrispondente, oltre ad essere deformabile in modo 
infinitesimo, lo è in modo finito, appartenendo alla classe dì quelle ((M) § 14.") 
che ammettono una serie continua oc' di deformate. 

Notiamo infine che le proprietà geometriche trovate ((M) §§ 17.", 18.'*, 21,") 
per una F.., di S. deformabile in modo finito sono possedute anche da una 
F,_, di S„ deformabile in modo infinitesimo. Pensando infatti alle dimostra- 
zioni che di quelle proprietà si son date, si vede che esse poggiano tutte 
sopra questi due soli fatti : 

1." che una 7,^, di S, deformabile in modo finito è inviluppo di oo* 
iperpiani ; 

Annali di M<Uematica, Serie III, Tomo XV. 45 
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2." che per tale V._, la matrice (g) ha la caratteristica eguale ad 1; 
ora, poiché questi due fatti si verificano anche per una F,_i di S, con de* 
formazioni infinitesime, così risulta chiaro quanto si è sopra asserito. 

Si avrà cosi che una V, di 5, con deformazioni infinitesime sarà il luogo 
delle <»' rette di una congruenza; che una V^ di S^ della specie detta sarà, 
in generale, il luogo degli oo' piani tangenti ad una superfìcie, ecc. 

Bra. ■ÌÒ agosto 1908. 



dby Google 



db, Google 



db, Google 



"T»! 



AVVISO AI SlUNORI AUTORI 



MODIFICAZIONE AI PREZZI pER GLI ESTRATTI. 

In conseguenza dei sensibili aumenti verificatisi sia nella mano d'opera (com- 
posilori-impresaori-iegatori) sia nella carta e nelle altre materie prime, siamo co- 
stretti a modificare, come nella tariffa sottosegnata, i prezzi fin qui praticati, per 
gli Estratti degli Annali di Matematica, fermo restando Le quaranta copie gratuite 
a disposizione dei Signori Autori presso TEditore. 

Tja nuova tariffa verrà applicata a partire dal volume XV. 

TARIFFA DEGLI ESTRATTI DEGLI «ANNALI DI MATEMATICA» 
(comprwa la oop»rtina non ttampats, ipaM postali a parta) 



Numero 

delle pagine 

fino a 


Numero 


degli Esemplari lino 


a copie 


25 


50 


75 


100 




L. C. 


L. C. 


L. C. 


L. C. 


Pagine 4 


4 — 


4 75 


5 50 


6 85 


8 


6 - 


6- 


7 - 


8 - 


« 


6 - 


7 85 


8 50 


9 75 


16 


7 — 


8 50 


io- 


n 50 


40 


8 - 


9 75 


li 50 


13 25 1, 


.' 84 


9 — 


11 — 


13 — 


15 — 


S8 


10 - 


18 S5 


14 60 


16 75 


. 3S 


11 - 


13 50 


16 - 


18 50 



Ije tiiature a parte devono essere domandate coli' invio del manoscritto. 
Le copie a parte non si consegneranno prima della pubblicazione del fascicolo 
da cui sono estratte. 

La copertina stampata viene calcolata come 16 pagine di estratto. 



ANNUNZI BIBLIOGRAFICI. 

Eugenio Bertiui. — Introiìusiotie aUa Geometria proiettioa degliiperspaà, con Appen- 
dile sulle curve algebriche e loro singolarità (Pisa, Enrico Spoerri, 1907) . . L. 14 - 

UliSM I>iid. — Lezioni di Anàlisi infimiesimah. È uscito il primo volume (Calcolo 

differenziale) (Pisa, Successori F."' Nistri, 1907) » 22 - 

È in eorso di stampa il secondo volume. 



db, Google 



INDICE 

delle materie contenute nel presente fascicolo 



NIELS NIELSEN. — Sur la convergence uniforme d'une classe de 
séries inSnies 

BURGATTI. — Sulla teoria dell'equazione a derivate parziali . . . 

AMALDI. — Sui principali resultati ottenuti nella teoria dei gruppi 
continui dopo la morte di Sophus Lie (1898-1907) 

SBRANA, — SuUa deformazione infinitesima delle ipersuperficie . , 



AVVERTENZE. 



Per tutto quanto concerne sia la Direzione e l' iiuio dei cambi e dei doni, sìa l'Ammiiii- 
stiazione cle^li Annali di Mafem(Uùsa, rivolgersi alla Tipo-iiìt<^afla Rebeschini di Turali e C. 
in JUitano, via SoveHo, n. 10. 

Degli ANNALI si pubblicano quattro o più fascicoli all'anno ciascuno di circa IO f(^li in-4.* 

L* associazione perd è per volarne e non per annata. 

Quattro Tascicoli formano un volume che costa L. 18. Questa eom ma dev'essere mandata 
per vaglia postale, o vaglia cartolina, o fatta pagare col mezzo di un corrispondente, alla 
Tipo-Litoffrafta Bebe»^int di Turati e C, Milano. Via Rovello 16, alla quale si rivol- 
geranno le domande dì associazione. 

Sono comspondentl della Tipografia 1 librai: 

Ulrico Hobpli in Milano (Galleria De Cristoforis, 59-tìif); 
Fratelli Bocca in Torino, Homa, Firenze; 
Gauthiek-Villars in Parigi {Quai des Gr. Augustins, 55); 
DuLAU et CoMP. in Londra (37, Soho-Square) ; 
R. Fkieolàndek u. Sohn in Berlino (Carlstrasse, 11). 



È in corso di stampa il fascicolo 1." e 2° del tomo XVI. 



db, Google 



db, Google 



db, Google 



db, Google 



db, Google 



